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Kurzfassung

Ein Standardverfahren zur numerischen Lésung von partiellen Differentialgleichungen
ist die Method-of-Lines. Die dafiir notwendige Ortsdiskretisierung erfolgt oftmals mit
einem festen dquidistanten Gitter. Um wandernde Fronten oder, allgemeiner gesagt,
grofle, zeitlich verdnderliche Ortsgradienten geniigend genau auflésen zu konnen, ist
die Verwendung sehr feiner Gitter notwendig, was eine ineffiziente Berechnung zur Fol-
ge hat. In dieser Arbeit wird ein Verfahren mit adaptiver Gittersteuerung hinsichtlich
Anwendbarkeit, Effizienz und Robustheit untersucht und in das symbolische Vorver-
arbeitungswerkzeug SYPPROT der Simulationsumgebung Di1vA implementiert. Das
auf der Gleichverteilung eines Bogenldngen-Kriteriums basierende Verfahren ist in
der vorliegenden Implementierung fiir verkoppelte quasi-lineare partielle Differen-
tialgleichungen maximal zweiter Ordnung einsetzbar. Dabei ist eine Kombination
sowohl mit Finite-Differenzen- als auch mit Finite-Volumen-Methoden moglich. Um
die Leistungsfahigkeit des Verfahrens zu iiberpriifen, wird es auf einfache Benchmark-
Modelle wie auch auf realistische Modelle aus der Verfahrenstechnik angewandst.

Abstract

An established procedure for the numerical solution of partial differential equations
is the Method-of-Lines. Therefore required spatial discretization is often performed
by a fixed uniform grid. In order to resolve travelling wave fronts or, more generally
speaking, large variable spatial gradients, it is necessary to use very fine grids, which
leads to inefficient computation. In this work a method with adaptive grid move-
ment is examined with respect to applicability, efficiency, and robustness, and it is
implemented into the symbolic preprocessing tool SYPPROT of the simulation envi-
ronment DIVA. The implemented method is based on equidistribution of an arclength
monitor and can be used for coupled quasi-linear partial differential equations with
maximum order of two. Its combination is possible with both finite-difference and
finite-volume methods. In order to test the capacity of the method, it is applied to
benchmark models as well as real models from chemical engineering.
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Haufig verwendete Formelzeichen

| Symbol | Bedeutung |

Diffusionskonstante eines Diffusionsterms

Lange des Ortsbereichs

Anzahl Gitterpunkte

Dimension eines Gleichungssystems

Eingangsgrofie

unabhéngige Zeitvariable
Geschwindigkeitskonstante eines Konvektionsterms
Zustandsgrofie

unabhéngige Ortskoordinate

vR e R oy Ny

=N

Moving-Grid-Parameter der ortlichen Gittergldttung
T Moving-Grid-Parameter der zeitlichen Gittergldttung

Kursiv gedruckte Formelzeichen entsprechen Skalaren,
fett kursiv gedruckte Formelzeichen stehen fiir Vektoren bzw. Matrizen.

Allgemeine Abkiirzungen

‘ Abkiirzung ‘ Bedeutung ‘

AB Anfangsbedingungen

CG CODE GENERATOR

DA Differential-Algebra-

Dgl. Differentialgleichung

FD Finite-Differenzen-Methode

FV Finite-Volumen-Methode

MDS MATHEMATICA-Daten-Struktur
MOL Method-of-Lines

PDgl. Partielle Differentialgleichung
RB Randbedingungen




Kapitel 1

Einfiihrung

Die mathematische Modellierung verfahrenstechnischer Systeme fiihrt meist auf ge-
wohnliche bzw. partielle Differentialgleichungen mit algebraischen Gleichungen. Au-
fer in einigen einfachen Fillen besitzen diese Modellgleichungen nichtlinearen Cha-
rakter und sind einer analytischen Losung sehr oft nicht zugénglich. Deshalb muss
auf eine numerische Losung mittels Rechnerunterstiitzung zuriickgegriffen werden.

Eine partielle Differentialgleichung (PDgl.) fiir ein 6rtlich verteiltes System wird iibli-
cherweise mit Hilfe der Method-of-Lines (MOL) [20] auf gewdhnliche Zeit-Differential-
gleichungen (Dgln.) zuriickgefithrt. Dies wird erreicht, indem durch eine geeignete
Diskretisierung der Ortskoordinate eine endliche Anzahl von Stiitzpunkten anstatt
eines kontinuierlichen Ortsbereiches eingefithrt wird. Mittels der Zeit-Dgln. kénnen
Approximationen der Zustdndsgroflen und damit eine numerische Losung der PDgl.
berechnet werden.

Schwierigkeiten konnen auftreten, wenn sich im Ortsprofil der Zustandsgréflen stei-
le wandernde Fronten ausbilden. Das heifit, es treten grofle, zeitlich verdnderliche
Ortsgradienten auf, wie dies zum Beispiel bei wandernden Temperaturfronten in ei-
nem Reaktor der Fall ist (Abbildung 1.1). Benutzt man dabei im einfachsten Fall ein
festes dquidistantes Ortsgitter, muss fiir hinreichende Losungsgenauigkeit mit einer
sehr hohen Stiitzstellenanzahl gearbeitet werden. Dadurch hélt man zwar den Dis-
kretisierungsfehler klein, verschwendet aber auch zu viele Stiitzstellen auf Bereiche
mit kleinen Gradienten. Daraus resultieren hohe Rechenzeiten und Ineffizienz.

Ein Ansatz zur Losung dieses Problems ist die Verwendung eines adaptiven Gitters. In
den sogenannten Moving-Grid- bzw. Moving-Mesh- Verfahren werden die Ortsstiitz-
stellen weder zeitlich noch ortlich fest gewihlt, sondern mittels einer Stiitzstellen-
steuerung dem Losungsverlauf angepafit. Die Gitterpunkte werden so verschoben oder
hinzugefiigt, dass in Lésungsbereichen mit groflen Ortsgradienten eine Verbesserung
der Losungsgenauigkeit erzielt wird. Deshalb kann mit einer vergleichsweise gerin-
gen Anzahl von Stiitzstellen gearbeitet werden, was die Effizienz der Berechnung der
numerischen Losung steigert.
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Abb. 1.1: Wandernde Temperaturfront (normiert) zu drei verschiedenen Zeitpunkten ¢;,
1=1,2,3.

Aufgabenstellung

Fiir die am Institut fiir Systemdynamik und Regelungstechnik entstandene Simula-
tionsumgebung D1va [8, 18] wird das symbolische Vorverarbeitungswerkzeug SyP-
PROT zur automatischen Diskretisierung ortlich verteilter Modelle entwickelt. Die
Ortsdiskretisierung basiert auf der MOL und stellt Finite-Differenzen- und Finite-
Volumen-Schemata zur Verfiigung. Dabei kénnen beliebige unbewegte Ortsgitter ver-
wendet werden.

Ein Moving-Grid-Verfahren, welches die Gleichverteilung eines Bogenldngen-Kriteri-
ums benutzt [24], wurde ausgewihlt, um in das bestehende Vorverarbeitungswerkzeug
integriert zu werden. Das Verfahren soll mathematisch dargestellt und hinsichtlich ei-
ner Implementierung in das Vorverarbeitungswerkzeug untersucht unnd aufgearbei-
tet werden. Danach ist eine geeignete Erweiterung der vorhandenen Datenstruktur,
welche verteilte Modelle und Diskretisierungsparameter reprasentiert, fiir die Anwen-
dung bewegter Gitter vorgesehen. Dariiber hinaus sollen das Moving-Grid-Verfahren
in SYPPROT implementiert und die vorhandenen Diskretisierungsmethoden entspre-
chend angepasst werden. Eine Reihe von Simulationsexperimenten mit dem Moving-
Grid-Verfahren und geeigneten Testmodellen soll schliefilich Aufschluss tiber Anwend-
barkeit und Grenzen des Verfahrens sowie iiber Einstellregeln der Parameter geben.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 7

Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Studienarbeit beschreibt in Kapitel 2 die Simulationsumgebung D1-
VA und das symbolische Vorverabeitungswerkzeug SYPPROT. Nachdem in Kapitel
3 die MOL mit Hilfe von Finite-Differenzen- (FD) und Finite-Volumen- (FV) so-
wie mit adaptiven Methoden dargestellt wird, erfolgt eine detaillierte Erlduterung
des ausgewdhlten Moving-Grid-Verfahrens in Kapitel 4 im Detail. Daran schliefit
sich in Kapitel 5 eine Beschreibung der Implementierung in das Vorverarbeitungs-
werkzeug sowie der neuen Funktionalitit von SYPPROT an. In Kapitel 6 werden
vier Testbeispiele aus der Verfahrenstechnik untersucht. Ein Transportmodell, ein
Reaktions-Diffusions-Modell sowie die Modelle eines Gegenstrom-Adsorbers und ei-
nes Zirkulations-Festbett-Reaktors geben Aufschluss iiber die Leistungsfahigkeit des
Moving-Grid-Verfahrens und Hinweise fiir seine Benutzung. In Kapitel 7 werden
schliellich eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblick auf Erweiterungen
des Verfahrens gegeben.



Kapitel 2

Simulationsumgebung DivA

Die Simulationsumgebung DivA (Dynamischer Simulator fiir verfahrenstechnische
Anlagen) [8, 18] ist ein Software-Paket, das die numerische Simulation, Analyse und
Optimierung von Differential-Algebra-Gleichungen ermdéglicht. DIvA wurde vorwie-
gend fiir verfahrenstechnische Prozessmodelle konzipiert.

Die Architektur von DivA (Abbildung 2.1) 148t sich in vier Ebenen einteilen. Die
erste Ebene besteht aus den numerischen Methoden und einer Modell-Bibliothek.
Damit ist es moglich, tiber vordefinierte Prozessmodelle komplexe Anlagenmodelle
mittels einer Fliebildverschaltung zu erstellen. Diese Prozessmodelle oder Grundele-
mente werden als FORTRAN-Dateien in einer bestimmten Datenstruktur reprasentiert
und zusammen mit den Numerik-Routinen von DI1VA in ein ausfiihrbares FORTRAN-
Programm iiberfiihrt. Um die Eingabe der Modelle zu vereinfachen, wurde der CODE
GENERATOR (CQG) [19, 10] entwickelt, welcher die zweite Ebene darstellt. Aus einer
sogenannten CG-Eingabedatei erzeugt der CG die benétigten FORTRAN-Dateien. In
der CG-Eingabedatei werden das mathematische Modell und die zugehorigen Para-
meter in einer an die Programmiersprache LiSP angelehnten Syntax definiert.

Sowohl die D1vA-Numerik als auch der CODE GENERATOR benutzen zur Modellbe-
schreibung die linear-implizite Differential-Algebra-Form (DA-Form)

d
B(a:,u,p,t)—m

dt = f(CE,U,p,t) t> tO ) $(t0) =Ty , (21)

y=Hx

mit einem differentiellen Index von kleiner oder gleich eins. Dabei bedeuten die Be-
zeichner € RY Zustandsvektor, B linke-Seite-Matrix (normalerweise singulér), f
Funktionsvektor, u Eingangsvektor, p Parametervektor, ¢ Zeitvariable, x, Vektor der
Anfangsbedingungen, y Ausgangsvektor.

Die CG-Eingabe-Datei wird vom Benutzer per Hand eingegeben oder durch das Vor-
verarbeitungswerkzeug SYPPROT [12, 19, 2] bzw. das Modellierungswerkzeug PRrRO-
MOoT [23] erzeugt. Diese beiden Werkzeuge stellen die dritte bzw. vierte Ebene dar.
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MDL-Datei Modellierungswerkzeug PROMOT
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PDgl., IPDgl, DAE, PE ( dz
&l IFLgt, : <2 DAE-Transformation = B - — = f
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e
5 MATHEMATICA - — Indexanalyse und -reduktion
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)
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E dx
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CG-LANGUAGE LISP/CLOS )
, — \
Parameter-Datei ‘ Diva-Bibliothek fiir generische Prozess-Modelle ‘
ASClI FORTRAN
Simulationswerkzeug |\ e icche DAE-Methoden fir
Diva Simulation, Analyse, Optimierung, MATLAB-Interface FORTRAN

Abb. 2.1: Architektur der Simulationsumgebung D1vA [18].

Das Modellierungswerkzeug PROMOT ist ein wissensbasiertes Rechnerwerkzeug zur
gleichungsbasierten, objektorientierten Modellierung von verfahrenstechnischen Ap-
paraten auf der Phasenebene. Die mit PROMOT erstellten Apparatemodelle werden
in Form von CG-Eingabedateien ausgegeben.

Die Aufgabe des Vorverarbeitungswerkzeugs SYPPROT (Symbolic PreProcessing
Tool) ist die Transformation von Prozessmodellen, hergeleitet aus Massen-, Energie-
und Impulsbilanzen, in die linear-implizite DA-Form. Die dafiir bereitgestellten Funk-
tionalititen umfassen die MOL-Diskretisierung von verteilten Modellen, die tatsichli-
che Transformation in die DA-Form sowie eine Indexanalyse und -reduktion der DA-
Gleichungen. Zur MOL-Diskretisierung stellt das Programmpaket die Methoden der
Finite-Differenzen- und der Finite-Volumen-Approximation zur Verfiigung, sowohl
fiir &quidistante als auch fiir nicht dquidistante Gitter.

SYPPROT ermdoglicht die Eingabe und Weiterverarbeitung von gemischten Glei-
chungssystemen von PDgln., Integro-PDgln. und DA-Gleichungen. Die Klasse der
quasilinearen PDgl.-Systeme maximal 2. Ordnung nach folgender Form wird dabei
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unterstiitzt:

ox 0?x OF(x,u,p,z,t
A(mauapazat)a =C(z,u,p,z2,t) e + ( 3zp )

+ S(x,u,p,2,t) (2.2)
t>ty, 0<z<lL

oz

CU,L(wa u,p,=z, t) 82

+ FU,L(wavU,Lap)z’t) =0 t> tU ) z € {O)L} . (23)

x(z,tg) = xo(2) 0<z<L (2.4)

Die Gleichungen beschreiben das Verhalten von N Zustinden & € RY. Dabei be-
deuten die Bezeichner A, C, Co 1 (N x N)-Koeflizientenmatrizen, F, Fyj Funk-
tionsvektoren, S vektorieller Quellterm des Modells, u, v, ; Eingangsvektoren, p
Parametervektor, z Ortskoordinate, ¢t Zeitvariable und @y Vektor der Anfangsbedin-
gungen. Diese Modellformulierung schliefit sowohl hyperbolische als auch parabolische
PDgln. mit Nichtlinearititen in den Termen A, C, F', S, Cy 1 und F 1, verbunden
mit verschiedenen Arten von Randbedingungen, ein. Auflerdem kénnen durch For-
mulierung des Quellterms S mit Integralen auch Integro-PDgln. angegeben werden,
wie sie typischerweise fiir Populationsbilanzen auftreten.

Als Eingabesprache wird dazu die sogenannte MATHEMATICA-Daten-Struktur (MDS)
verwendet, sieche Abbildung 2.1. Das Vorverarbeitungswerkzeug SYPPROT ist mit
Hilfe des Compute-Algebra-Systems MATHEMATICA implementiert.

Zusammengefasst lduft die Simulation eines verteilten Modelles in der Simulations-
umgebung DI1VA wie folgt ab:

1. Erstellung des Modells als MDS-Datei;

2. MOL-Diskretisierung des verteilten Modells und Erzeugung der
CG-Eingabedatei mit SYPPROT;

3. Erzeugung der Prozessmodelle mit dem CODE GENERATOR,;

4. Erstellung des DIvA-FORTRAN-Programms zur Simulation.



Kapitel 3

Diskretisierung mit der
Method-of-Lines

Der Ansatz der Method-of-Lines (MOL) zur numerischen Losung von PDgln. ba-
siert auf einer Approximation der Gleichungen auf einem Ortsgitter [20]. Dazu wird
die urspriinglich kontinuierliche Ortskoordinate diskretisiert, also durch eine endliche
Anzahl von unterscheidbaren Stiitzstellen ersetzt. Grundsétzlich kann dies sowohl
durch ein dquidistantes als auch durch ein nicht-dquidistantes Gitter erfolgen. Damit
wird die PDgl. in ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit der Zeit
als unabhéngiger Variablen umgeformt. Zusammen mit den Randbedingungen erhélt
man ein DA-Gleichungssystem aus Zeit-Dgln. und gegebenenfalls algebraischen Glei-
chungen (Abbildung 3.1). Dieses Gleichungssystem kann mit numerischen Verfahren
zur Zeitintegration, moglichst mit Integratoren fiir steife Dgln., gelost werden. Da
in den heute zur Verfiigung stehenden Integratoren eine Zeitschrittweiten-Steuerung
eingebaut ist, kann der Fehler der Zeitintegration klein gehalten werden. Als Haupt-
fehlerquelle muss also der Fehler bei der Ortsdiskretisierung angesehen werden.

Die MOL wird im Folgenden auf ein verkoppeltes Gleichungssystem von N PDgln.
angewandt. Die hier verwendete kompakte Form schlieffit dabei auch die von SYP-
PROT unterstiitzten Gleichungen (2.2) bis (2.4) mit ein.

ox ox 0’z
A(iL‘,’U,,p,Z,t)— = <SII,§,@,

5 u,p,z,t) t >ty 0<z<L (31)

mit den Randbedingungen (RB)

s, s,
9o (m,a—w,'vo,z:o,t> =0, g; (a:,a—w,'vL,z:L,t> =0 t >t (3.2)
2 2

und den Anfangsbedingungen (AB)

x(z,ty) = xo(2) 0<z<L. (3.3)

11
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Abb. 3.1: Diskretisierung mit der Method-of-Lines (MOL). Umwandlung von partiellen Dif-
ferentialgleichungen (PDgln.), Randbedingungen (RB) und Anfangsbedingungen (AB)
in Differential-Algebra-Gleichungen (DAE) mit Anfangsbedingungen [20].

Es liegen N Zustéinde x(z,t) = [z1(2,t),... ,zn(z,t)]7 vor. Die Matrix A stellt die
(N x N)-Koeffizientenmatrix der Zeitableitungen dar. Die Operatoren f bzw. g, und
g; sind Differentialoperatoren beziiglich des Ortes und enthalten Ortsableitungen
héchstens vom Grad 2 bzw. vom Grad 1. Als Systemeingédnge dienen die Vektoren u
und vg 1.

Die Ortsdiskretisierung erfolgt iiblicherweise auf einem zeitlich und 6rtlich konstan-
ten, dquidistanten Gitter, womit die kontinuierliche Ortsvariable z durch diskre-
te Stiitzpunkte z,, k = 1(1)P, ersetzt wird. Aus den zeit- und ortsabhingigen
Zustdnden x(z,t) werden Zeittrajektorien @y (t) = x(z, t) beziiglich des Stiitzpunk-
tes 2;. Die partiellen Ortsableitungen 0@ /92, i = 1,2, ..., werden durch Zustands-
grofien an mehreren Stiitzpunkten approximiert (siehe Kapitel 3.1 und 3.2). Einige
oft verwendete Begriffe betreffend der Approximation der partiellen Ortsableitungen
sollen hier noch erklart werden. Bei einer Zentraldifferenz wird eine symmetrische
Punktverteilung um das Approximationszentrum z; zur Diskretisierung benutzt, also
beispielsweise die Punkte zj_;, 2z und zp,1. Die Rickwdrtsdifferenz benutzt zusitz-
lich zu z; nur Punkte mit kleinerem Index, also z.B. die Punkte z;_; und z;. Dem-
gegeniiber benutzt eine Vorwidrtsdifferenz zusétzlich zu z; nur Punkte mit groflerem
Index, also z.B. die Punkte 2;,; und z;. In Abhingigkeit von der Stromungsrichtung
in einer Anlage werden noch die Begriffe Upwind-Diskretisierung und Downwind-
Diskretisierung verwendet. Die erstgenannte Diskretisierung verwendet nur Punkte
entgegen der Wanderungsrichtung der Front, entspricht also bei Frontwanderung in
positive z-Richtung der Riickwéirtsdifferenz. Downwind benutzt zur Approximation
dagegen nur Punkte in Richtung der Stromung.

Das Ergebnis der MOL-Diskretisierung sind gewhnliche Zeit-Dgln. fiir die Stiitzstel-
len z;, k = 2(1) P —1, resultierend aus den PDgln. Dazu kommen fiir die Randpunkte
k =1 und k = P algebraische Gleichungen bei Anwendung Finiter Differenzen (Ka-
pitel 3.1) oder Dgln. bei Anwendung Finiter Volumen (Kapitel 3.2), resultierend aus
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den Randbedingungen. Die diskretisierten Anfangswerte x(to), £ = 1(1)P, sind mit
den Randbedingungen konsistent, falls Anfangsbedingungen und Randbedingungen
in den Gleichungen (3.2) und (3.3) konsistent formuliert wurden.

Die folgenden Unterkapitel beschreiben Vorgehensweisen zur Ausfithrung der MOL
und zur Approximation von Ortsableitungen. Die Finite-Differenzen-Methode (FD)
sowie die Finite-Volumen-Methode (FV) sind zwei einfache und hiufig angewand-
te Verfahren zur Umwandlung von PDgln. mit RB in DA-Gleichungen. Zusétzlich
werden adaptive Verfahren vorgestellt und die wichtigsten Grundlagen zu Gitter-
steuerung und Fehlerschdtzung bei bewegten Gittern beschrieben.

3.1 Finite-Differenzen-Methode

Die Approximation mittels Finiter-Differenzen-Methode ergibt sich urspriinglich aus
einer Taylorreihen-Entwicklung der diskretisierten Zustandsvariablen zj(t) an ver-
schiedenen Stiitzstellen.

Als Beispiel sollen mégliche Approximationen der ersten und zweiten Ortsableitungen
aufgezeigt werden. Die Taylorentwicklungen fiir die Gitterpunkte mit Index £+ 1 bzw.
k' —1 um den Punkt mit Index k liefern mit der Abkiirzung Az = zz11 — 2
(Abhingigkeiten von ¢ werden im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen)

Ox 1 0%z 1 0%z
e 2k 2k
Ox 1 0%z 1 0%z
=T — —| Azp 4= —| A2 — = A O (Azt ) . (3.5
Tp-1 = Tk 92 . 21+ 2 922 " Zk—1 6 023 o Zh1 T ( zkfl) (3.5)

Aus der Subtraktion der beiden Gleichungen folgt die Ndherung der ersten Ortsablei-
tung am Ort 2 als Zentraldifferenz:

ox

% = T T Ol | g (Ag) A DL T TRL (3.6)
z

2 Zk+1 — k-1 Zk+1 T Rk-1

Eine Riickwirtsdifferenz ergibt sich beispielsweise aus (3.5) zu

or

T — Tg—1 o Tk~ T-1
| =S, o)~ —— (3.7)

2 2k T Rk—-1 2k T Rk-1

Nach Addition von Azj_;-(3.4) und Az(3.5) erhélt man die Ndherung der zweiten
Ortsableitung am Ort 2 ebenfalls als Zentraldifferenz:

_ 2 Thy1 — Tk Th — Tp1
Az + Az ( Az, Az_q > +0(A2) . (38)

s
022

2k
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U a®) = I, t) o)

| | | | >
i i i i >

Z/r ZT+1 cee Zk e ZS

Abb. 8.2: Approximation eines Ortsprofils mit Lagrange-Polynomen an den Stiitzpunkten
zr bis zs.

Da fiir dquidistante Gitter der Abstand zweier Stiitzpunkte Az fiir alle k gleich grof}
ist, erhalt man in diesem Fall fiir (3.7) und (3.8)

oz Ty — T Px| gy — a4+ Tp

0T _ Tk T Tk A _
0z . Az +0(A2), 022 . Az2

+ 0 (AZ%) . (3.9)

Die Fehlerordnung der Niherung der zweiten Ortsableitung erhoht sich dabei um
eins.

Das Vorgehen soll anhand einer skalaren Reaktions-Konvektions-Diffusions-PDgl. ver-
anschaulicht werden. Die Anfangs- und Randbedingungen werden dabei nicht be-
trachtet.

o ox 0%z
E——v$+D@+s(a§) t>0, 0<z<L.

Mit Riickwartsdifferenz fiir die erste und Zentraldifferenz fiir die zweite Ortsableitung
wird im dquidistanten Fall entsprechend (3.9) aus der PDgl. nach der Diskretisierung
dry _vxk — Tp1 " D$k+1 —2xp + g

= A A +s(zy)  k=21)P-1. (3.10)

Approximation mit Lagrange-Polynomen
Zur Generierung der Finite-Differenzen-Approximationen werden im Vorverarbei-

tungswerkzeug SYPPROT Lagrange-Polynome verwendet. Die Approximation der
Zustandsvariablen

z(z,t) ~ LI(z,t) = le(z)a:j(t) (3.11)

am Approximationszentrum zj, wird durch die diskretisierten Zustdnde z;(t), j =
r(1)s, an den Gitterpunkten z, bis z; vorgenommen, sieche Abbildung 3.2. Die Be-
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rechnung der Koeffizienten ;(z) erfolgt hierbei nach der Vorschrift

S

[T (z-2)

L(z)=0F 0 j=p(1)s.
i=ri#j

Damit kénnen die Zustdnde und Ortsableitungen von z(z,¢) an der Stelle z; durch
Differentiation nach z angenédhert werden:

diz(2,t) N OLIrsil (2 ¢)

07 0z

Z=ZL Z=Z

(3.12)

Fiir jede Ordnung ¢ = 0,1,2 der Ortsableitungen miissen die Parameter r; und s;
der Ndherung gesondert definiert werden. An den Randern des Ortsbereichs werden
meist Ordnungsreduktionen der Lagrange-Polynome notwendig, um die Stabilitit der
resultierenden DA-Gleichungen zu gewédhrleisten. Auflerdem werden sogenannte ,,sli-
ding differences angewandt, um Gleichungen beziiglich undefinierter Gitterpunkte
wie zum Beispiel z_; oder 2 zu vermeiden [11, 19].

Die resultierenden Ndherungen aus den Lagrange-Polynomen entsprechen im dquidi-
stanten Fall denjenigen aus Taylorreihen, im nicht &quidistanten Fall nicht immer.
Beispielsweise kann die Zentraldifferenz der ersten Ortsableitung (3.6) fiir nicht dqui-
distante Gitter mit Lagrange-Polynomen nicht erzeugt werden. Stattdessen ergibt
sich bei Einbeziehung der Orte zj;_1, zx und z;,; mit Lagrange-Polynomen

oz 2k — Zk41 22K — Zh—1 — Zh41
— ~ Tp_1+ Ty +
0z, (21— 2)(2r-1 — 2841) (zr — 26-1) (21 — 2k11)
2k T k-1
n z 3.13
Crr — o) s — ) (3.13)

was im dquidistanten Fall wieder in (3.6) iibergeht.

3.2 Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode (FV) unterteilt den Ortsbereich in eine endliche Anzahl
von diskreten Kontrollvolumen. Der Grundgedanke der FV ist die Berechnung von
Stromen an den Réndern und Zustandsgrofien in der Mitte der Volumenelemente.
Diese physikalisch motivierte Herangehensweise erfordert im Gegensatz zur FD im-
mer physikalisch sinnvoll formulierte Probleme. Die Randbedingungen miissen also
mindestens einen Strom enthalten und zu den Pdgln. ,passen“. Der Hauptvorteil der
FV ist die Einhaltung von integralen Bilanzgleichungen, was bei der FD nicht der
Fall ist.
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Die Gitterpunkte werden als Zentrumspunkte der Kontrollvolumen definiert. Wie
in Abbildung 3.3 zu sehen ist, sind zwei Vorgehensweisen denkbar, die im Vorver-
arbeitungswerkzeug SYPPROT den Gitterverfahren mit Namen ,,Grid Points® bzw.
, Volume Bounds“ entsprechen. Beim Verfahren ,, Grid Points“ werden die Gitterpunk-
te vorgegeben und die Volumengrenzen mittig dazwischen platziert. Man erhilt also
Stiitzstellen am Rand. Beim Verfahren , Volume Bounds® definieren die Volumen-
grenzen die Aufteilung des Ortsbereichs und die Gitterpunkte werden mittig in die
Kontrollvolumen gelegt. Dies entspricht einer intuitiven Vorgehensweise, allerdings
liegen am Rand des Ortsbereichs keine Stiitzstellen.

Grid Points Volume Bounds

R - R

I I I
0 L 0 L

| 1((1 | | 1((1 |
0wl . ) )

Zp-1 p #2 Zp-1 P

Abb. 3.3: Verfahren zur Gittereinteilung bei der FV

Die Diskretisierung der PDgl. nach der FV erfolgt in zwei Schritten: die Integration
iiber jedes Kontrollvolumen und anschliefende Approximation der Randwerte fiir
jedes Volumenelement mittels Profilannahmen.

Dies soll anhand einer skalaren Reaktions-Konvektions-Diffusions-PDgl. fiir z(z, )
mit Randbedingungen veranschaulicht werden. Die Anfangsbedingungen werden da-
bei nicht betrachtet und wir beschrianken uns auf die Formalismen des Gitterverfah-
rens ,, Grid Points®.

ox ox 0%x
— = —9v—+D— t L .14
o v0z+ 8z2+s(a:) >0, 0<z< (3.14)
ox ox
0=— su — T|z= D — , 0= — t>0
v (@ zz=0) 0z|,_, 0z|,_; -

Nach Integration der PDgl. iiber das k-te Kontrollvolumen mit den Randpunkten
z, und z; (zu den Bezeichnungen siehe Abbildung 3.4) erhilt man

dzy oz

_ _ Oz
(z,:’—zk)ﬁz—v(a:,:’—xk)—i—D(&

0z

)+s@w k=2(1)P—1.

(3.15)

+
%k

Nun miissen noch die unbekannten Zwischenwerte z;7 und dz/8z|,+ approximiert
werden. Dazu werden sogenannte Profilannahmen getroffen, worin festgelegt wird,
wie die verbliebenen Gréflen auf den Kontrollvolumengrenzen durch Werte beziiglich
der Gitterpunkte beschrieben werden. Die einfachsten Profilannahmen sind
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Abb. 3.4: Bezeichnungen der FV

e piecewise constant upwind:

n _ ox 0 ox 0
T, — T T, = Tp_1 — = - =

k r Tk T0z )+ b0z ,-

e piecewise constant downwind:

N _ ox 0 ox 0
x, =x x, = — = —| =

k k+1) k ks )

0z |+ 0z |,-

e piecewise-linear:

_ 1
5’3: = §($k+1 + i), T, = 5(9«% + Tg_1)

6_3:
0z

| Tpy1 — T oz,

+ bz 0z

%k

T — Tk

- 02—
2 k-1

Verwendung von , piecewise constant upwind“ fiir a:,f und , piecewise linear” fiir

8x/8z\zki fiihrt fiir Gleichung (3.15) zu

dry, Tr+1 — Tk T — Tg—-1
Azy—2 = —v(zp — x5_1) + D - 1
2 v(zg —xp_y) + < 5o Sones ) + s(zg) , (3.16)

worin mit Az, = 0.5(zg11 — 2x_1) und d2 = 21 — 2 nur noch Groflen beziiglich der
Gitterpunkte vorkommen.

An den Réndern des Ortsbereichs erfolgt eine gesonderte Behandlung der Volumen-
grenzen. Hier werden vor den Profilannahmen die jeweiligen Randbedingungen ein-
gesetzt. Deshalb muss ein mit der FV zu behandelndes Problem physikalisch sinnvoll
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formuliert werden, da sich ansonsten in diesem Schritt Schwierigkeiten bei der Elimi-
nation der Randwerte ergeben. Fiir den linken Rand der PDgl. (3.14) wird dies fiir
das Gitterverfahren ,,Grid Points“gezeigt. Aus (3.15) folgt mit & = 1, z2; = 2; und
x; = x; (man beachte, dass am Rand nur ein halbes Kontrollvolumen vorliegt)

dz, oz

Oz
(2 — 21)E =—v (2 —z)+ D (5

ziq— 62

) + s(xq) . (3.17)

Eliminiert man die Groflen z; und 9x/0z|,, auf der rechten Seite mit der linken
Randbedingung am Punkt z; =0

ox
0=—v- (T — -D— |
v (e =) 0z

Z1

erhilt man aus (3.17)

d
(2 — zl)% =—v (2 —z.4) + D Oz

92 +S($1) )

+
21

woraus sich nach Einsetzen der Profilannahmen

1 dz
5(22 — Zl)d—tl =—v(x; —Ty)+ D

To — 1
521

+ s(z1) (3.18)

ergibt. Die diskretisierte Randgleichung fiir das Randkontrollvolumen ist also eben-
falls eine Dgl. Die Diskretisierung des rechten Randes erfolgt analog. Fiir nihere
Ausfiihrungen sei auf [22] verwiesen.

3.3 Adaptive Verfahren

Wie man anhand der Gleichungen (3.6) bis (3.9) sehen kann, ist der Diskretisierungs-
fehler oft proportional zu oder zumindest quadratisch in Az. Um eine ausreichen-
de Genauigkeit der errechneten Losung zu erzielen, legt dieser Zusammenhang eine
grofitmogliche Reduzierung der Abstdnde von Gitterpunkten nahe. Dies ist weniger
wichtig in Bereichen der Losung, wo ein glatter Verlauf mit geringen Ortsgradienten
und geringen Kriimmungen vorliegt, da die Ortsableitungen und damit die Fehler
dann sehr klein sind. Treten in einem Problem allerdings grofle, zeitlich verdnderli-
che Ortsgradienten oder starke Kriimmungen auf, wird man eine hohe Anzahl von
Ortsstiitzstellen verwenden miissen, um den Diskretisierungsfehler klein zu halten.
Da sich im dquidistanten Fall dann auch in unkritischen Bereichen viele Stiitzstellen
befinden, wird die Folge dieses Vorgehens eine unnétig lange Rechenzeit und damit
eine ineffiziente Berechnung sein.

Der Ubergang zu zeitlich festen, nicht Aquidistanten Gittern bringt nur dann eine
Verbesserung, wenn die auftretenden Fronten im Ortsprofil 6rtlich fixiert sind. Dies
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Ortsprofil mit Stutzstellenverteilung

0.8

Zustand x
o
[e)]
T

o
IS
T

0.2

Ortz

Abb. 3.5: Ortsprofil (—) mit an die Front angepasster Stiitzstellenverteilung (o o o).

ist bei stehenden Wellen im Ortsprofil der Fall. Meist werden die Fronten in verteilten
dynamischen Systemen aber zeitlich und ortlich verdnderlich sein.

Ein Behebung der Nachteile erfolgt, wenn die Gitterpunkte nicht von vorneherein
fest vorgegeben sind, sondern wéihrend der Berechnung der Loésung angepasst wer-
den, siehe Abbildung 3.5. Dadurch ist es moglich, mit einer geringen Anzahl von
Stiitzpunkten auszukommen, die dann bei Bedarf verstarkt in Bereiche grofier Orts-
ableitung oder Kriimmung gelegt werden. Die Effizienz der Berechnung wird damit
gesteigert, ohne dass der Diskretisierungsfehler zu grof8 wird und die Genauigkeit
leidet.

Die verschiedenen Algorithmen zur Benutzung eines adaptiven Gitters fithren stets
die beiden Schritte Schdtzung des Fehlers der Ortsdiskretisierung und Neuverteilung
der Stiitzstellen aus.

Man kann die Moving-Grid-Verfahren grob in Static-Regridding- und Dynamic-Re-
gridding-Verfahren einteilen. Bei den Static-Regridding- Verfahren wird nach jedem
oder nach einer bestimmten Anzahl von Zeitschritten die Integration angehalten,
und es wird aufgrund der Fehlerschitzung eine Neuverteilung der Stiitzstellen vor-
genommen, die besser an den aktuellen Losungsverlauf angepasst ist. Dazu ist eine
Interpolation der Losung auf dem alten Gitter auf eine Lésung auf dem neuen Git-
ter notwendig. Die Trennung von Zeitschrittberechnung und Gitterbewegung fiihrt
im Allgemeinen zu Geschwindigkeitsvorteilen. Die Interpolation benétigt allerdings
wieder Rechenzeit und bedingt weitere Fehler. Auf diese Verfahrensgruppe soll im
Weiteren nicht eingegangen werden.

Bei den Dynamic-Regridding- Verfahren werden die Fehlerschitzung sowie die Gitter-
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bewegung simultan zur Zeitintegration vorgenommen, damit entféllt die Interpolati-
on. Dazu werden die Stiitzstellen des Ortsbereichs als Zustandsvariablen mit in das
DA-Gleichungssystem aufgenommen. Die Gleichungen fiir die Stiitzstellensteuerung
sind dann die Zustandsgleichungen dieser neuen Variablen. Liegen N PDgln. und P
Ortsstiitzstellen vor, erweitert sich das Gleichungssystem von N - P Gleichungen im
Fall ohne Stiitzstellensteuerung auf (N + 1) - P Gleichungen. Die Trajektorien z(t)
des Ortsgitters weisen auflerdem keine Spriinge wie bei Static-Regridding-Verfahren
auf. Kombinationen aus Static- und Dynamic-Regridding-Verfahren sind ebenfalls
moglich.

Der Aufwand fiir die Beriicksichtigung der zusétzlichen Gitterbewegungs-Gleichungen
muss sich natiirlich auszahlen. So sollte die Simulation mittels Moving-Grid-Verfahren
bei gleichem Rechenaufwand eine bessere oder bei geringerem Rechenaufwand eine
gleich gute Losungsgenauigkeit erreichen.

In den folgenden Unterkapiteln wird das in dieser Arbeit benutzte Prinzip der Gleich-
verteilung eines Fehlermafles zur Gittersteuerung eingefiihrt. Daneben werden ver-
schiedene Vorgehensweisen zur Fehlerabschitzung beschrieben. Schliefllich gibt ein
Uberblick zu weiteren Moving-Grid-Verfahren Aufschluss iiber alternative Strategien
zur Stiitzstellensteuerung.

3.3.1 Gleichverteilung

Eine weit verbreitetes Prinzip der Stiitzstellensteuerung ist die Gleichverteilung, engl.
equidistribution. Dieser Ansatz ist als Static- wie auch als Dynamic-Regridding-
Verfahren realisierbar. Bei der Gleichverteilung soll das Verhéltnis zwischen Fehler-
mafl und Stiitzstellenkonzentration lokal konstant gehalten werden. Anders gesagt:
ein hohes Fehlermafl bedingt eine hohe Dichte der Stiitzstellen, ein niedriges Fehler-
maf} bedingt weiter auseinanderliegende Gitterpunkte. Damit erreicht man, dass der
Diskretisierungsfehler iiber den gesamten Ortsbereich in etwa konstant ist, dass also
eine Gleichverteilung dieses Fehlers vorliegt.

Eine Monitorfunktion M(x, z) liefert eine Abschitzung fiir den lokalen Diskretisie-
rungsfehler. Damit lisst sich das Gleichverteilungsprinzip folgendermafien beschrei-
ben:

2 +1 2L
/ M(z,z)dz = M(z, z)dz = const. k=2(1)P -1 (3.19)
2 zp—1

oder diskretisiert
M(z, 2)|le (kg1 — 2x) = M (z, z)‘zi (2 — zp-1) k=2(1)P—1 (3.20)

Zur Notation: M(z, z)|2: bezeichnet die Approximation von M (z, z) im Bereich zwi-
schen z, und 2,1, da dieser Wert mit der Differenz 2,1 — 25 ins Verhéltnis gesetzt
wird. Im Folgenden wird dies mit M;" = M (x, z)|+ abgekiirzt.
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Auftretende Probleme der Stiitzstellensteuerung sind vor allem das Uberkreuzen von
Gitterpunkten, starke Konzentration von Stiitzstellen oder Schwingungen in den Zeit-
verlaufen der Gitterpunkte. Dazu kommen Konvergenzprobleme und zu kleine Zeit-
schrittweiten der numerischen Losungsalgorithmen. Dies versucht man zu verhindern,
indem die Monitorwerte M," oder die Punktdichten n} = (zx41 — 2;)~" einer 6rtli-
chen Glittung unterzogen werden. Dadurch halten die Stiitzpunkte maximale und
minimale Abstinde voneinander ein. Auflerdem kann durch Ableiten der Beziehung
(3.19) nach zj, oder durch Einbau von Verzogerungstermen eine zeitliche Glittung
der Gittertrajektorien erreicht werden. Fiir Details sei auf das Kapitel 4.2.3 sowie auf
[14] oder [9] verwiesen.

3.3.2 Fehlerschitzung

Die Schétzung des Fehlers wird in den meisten Féllen mit sogenannten Monitor-
Funktionen M, geschehen. Allgemein ist M," eine diskrete Ersetzung fiir ein von
der Losung abhingiges Funktional M (z, z) und enthilt eine oder mehrere Ortsablei-
tungen. Hier werden vor allem heuristische Kriterien wie lokale Steigung oder lokale
Kriimmung verwendet. Diese besitzen allerdings keinen direkten Zusammenhang zum
lokalen Diskretisierungsfehler, kénnen aber bei vergleichsweise geringem Aufwand ei-
ne explizite Berechnung dieses Fehlers erfolgreich ersetzen. Einige der gebrauchlich-
sten Fehler-Kriterien werden im Folgenden vorgestellt.

Bogenlingenmonitor

Der Bogenldngenmonitor berechnet sich nach dem Zusammenhang fiir die Bogenlédnge
einer Funktion. Da er die erste Ortsableitung enthélt, ist er ein Maf fiir die lokale
Steigung beziiglich des Ortes. In Verbindung mit dem Ansatz der Gleichverteilung
bewirkt der Bogenldngenmonitor eine Platzierung der Gitterpunkte in lokal gesehen
gleichformigen Abstédnden entlang des Ortsprofils.

) (3.21)

Durch das Bogenldngen-Kriterium werden diejenigen Bereiche der Losung, wo ein
anndhernd linearer Verlauf mit grofier ortlicher Steigung auftritt, als wichtig betrach-
tet, wihrend den Kurvenkriimmungen eventuell zuwenig Bedeutung zugemessen wird.
Dem kann durch einen Kriimmungsmonitor abgeholfen werden, welcher hohe Werte

Kriimmungsmonitor
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fiir Bereiche grofler Kriimmung des Losungsverlaufs liefert.

(3.22)

Kombination

Die letzte vorgestellte heuristische Monitorfunktion ist eine Kombination aus erster
und zweiter Ortsableitung und kann mit den Parametern a; und as gewichtet werden.

0%z

022

or

M;:].—Fal 8z

+ a9 (323)

+

+
%k

2k

Diskretisierungsfehler

Es ist auch moglich, wihrend der Simulation den lokalen Diskretisierungsfehler direkt
zu berechnen. Liegt zum Beispiel eine PDgl. der Form

vor, so errechnet sich das Fehlermafl nach
M;" = —vey + De,

wobei die Fehlerterme e; und e; aus den Termen hoherer Ordnung der Ndherungen
(3.6) bis (3.8) abgeschétzt werden konnen. Allerdings miissen hierbei Approximatio-
nen hoherer Ortsableitungen verwendet werden, was wiederum Fehler, numerische
Storungen und Instabilitidten einschleust. Auflerdem erfordern die Approximationen
hoherer Ortsableitungen einen erhdhten Rechenaufwand. Verschiedene Autoren ra-
ten deshalb von einer direkten Betrachtung dieses Fehlers ab (z.B. [14]). Durch dieses
Vorgehen ist jedoch die Einhaltung einer vorgegebenen Fehlerschranke fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler moglich [21].

Der Diskretisierungsfehler kann auch durch Vergleich zweier Losungen berechnet wer-
den [1]. Dazu werden zwei unterschiedliche Gitter mit verschiedener Stiitzstellen-
anzahl verwendet, und in jedem Zeitschritt die Losung auf beiden Gittern separat
berechnet. Aus den Unterschieden der Losungen kann der Diskretisierungsfehlers ab-
geschéitzt werden. Durch die auf verschiedenen Gittern berechnete numerische Lésung
ist wieder ein Anstieg des Rechenaufwands festzustellen.
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Fehlerschitzung bei PDgl.-Systemen

Eine Simulation von PDgln.-Systemen macht eine Anpassung der Monitorfunktion
fiir die Uberwachung mehrerer Zustinde notwendig. Dabei ist zusitzlich eine Nor-
mierung der Zustidnde sowie des Ortsbereiches sinnvoll, um die Vergleichbarkeit der
geschitzten Ortsableitungen zu gewédhrleisten. Auf die genauen Formalismen wird
hier nicht nidher eingegangen, sondern auf Kapitel 4.2.2 verwiesen.

3.3.3 Weitere Verfahren zur Stiitzstellensteuerung

In diesem Unterkapitel werden einige weitere Ansdtze zur Adaption eines bewegten
Gitters an die numerische Losung von PDgln. beschrieben. Dabei wird kurz auf Vor-
und Nachteile der Verfahren, auch im Hinblick auf eine Implementierung in SYP-
PRrOT, eingegangen.

Minimierung von Funktionalen

Eine weitere Moglichkeit, die ndherungsweise Gleichverteilung des Diskretisierungs-
fehlers zu erreichen, ist die Minimierung von bestimmten Zielfunktionalen in Abhéan-
gigkeit des Losungsverlaufs. Dabei wird beispielsweise die Bewegung der Gitterpunk-
te, dz/dt, so gewéhlt, dass

J— d_x 2_|_ % 2— 6_274_6_27% 2_|_ % ’
~\at “Nae) “\ot Tozat) T \a) 0 @

minimiert wird. Differentiation von J nach dz/dt und Nullsetzen ergibt die Dgl.

dz Oz Ox n oz’

- = o -

dt ot 0z 0z ’
wodurch die Trajektorien der Gitterpunkte z;(¢) so berechnet werden, dass die totale
Ableitung dz/dt minimal im Sinne des obigen Funktionals wird. Allerdings werden

die Stiitzstellen durch dieses Verfahren nicht immer in die gewiinschte Richtung, das
heifit in Bereiche hoher Ortsgradienten, verschoben [5].

Y

0,

Moving-Point-Verfahren

Im Moving-Point-Verfahren werden einzelne Gitterpunkte mittels A-priori-Wissen
aus analytischen Untersuchungen des Modells an die bewegte Front angekoppelt. Da-
durch ist die ausreichende ortliche Auflésung der wandernden Front gewéhrleistet
und der Diskretisierungsfehler wird klein gehalten, ohne zu viele Gitterpunkte in
unkritischen Bereichen zu verschwenden. Dieses Verfahren ist deshalb vor allem zur
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Behandlung von wandernden Diskontinuitidten geeignet, bei denen die Frontgeschwin-
digkeit analytisch im Voraus berechnet werden kann. Wird dieses A-priori-Wissen
dem Vorverarbeitungswerkzeug mitgeteilt, wire eine einfache und effiziente Art der
Gittersteuerung moglich. Soll die Vorverarbeitung der PDgln. aber unabhéngig von
vorher durchgefiihrten analytischen Berechnungen sein, ist eine Einbindung dieses
Verfahrens nicht ohne die Entwicklung von automatischen Analyse-Werkzeugen zur
Charakterisierung der Frontwanderung moglich.

Multigrid-Verfahren

Bei Multigrid-Verfahren werden mehrere Gitter unterschiedlicher Maschenweite ver-
wendet. Ausgehend vom grobsten Gitter werden sukzessive die Losungen auf allen
Gittern berechnet und dabei die Informationen der groberen Gitter verwendet. Bei
sachgemifler Anwendung dieser Verfahren kann die Konvergenzgeschwindigkeit vor
allem fiir diinn besetzte Gleichungssysteme im Vergleich zu Verfahren mit nur einem
feinen Gitter betréchtlich erhdht werden, da sowohl die groben als auch die feinen
Anteile der Dynamik erfasst werden. M6gliche Probleme betreffen die Konvergenz, va-
riierende Stiitzstellenanzahl und Ineffizienz in Bereichen mit hoher Genauigkeit schon
bei groben Gittern. Nachteilig wirkt sich auf jeden Fall der hohe Rechenaufwand fiir
die verwendeten Gitter aus.

Moving-Finite-Elemente-Verfahren (MFE)

Moving-Finite-Elemente-Verfahren [17, 7| benutzen zur Niherung der Loésung der
PDgl. bestimmte Basisfunktionen, die jeweils zwischen zwei Stiitzstellen giiltig sind:

P

o(z,t) 22 (2,t) = Y ai(t)pilz, 2(t))

i=1

mit den Amplituden der Losungsfunktion a;(¢) und den polynomialen Basisfunktionen
pi(z, 2i(t)). Diese Basisfunktionen p; werden vorab als einfache, stiickweise definierte
Funktionen wie Geraden- oder Parabelstiicke festgelegt. Die beweglichen Stiitzstel-
len werden so platziert, dass das Quadrat der Ls-Norm des Residuums der PDgln.

Oz /ot = f(x,0x/0z,0%1/02*) iiber den gesamten Ortsbereich beziiglich da;/dt und
dz;/dt minimiert wird:
2 |
) = min.
2

oz* Y dz* 0%a*
ot T 0z ' 022
ox* da; 0z* dz;
=Y (nGa) G+ o (3.24)

mit
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Diese Optimierungsaufgabe fiihrt auf 2P gewohnliche Differentialgleichungen fiir die
Amplituden a; sowie die Gitterpunkte z;. Durch Einfiihrung sogenannter Penalty-
Funktionen kann zusétzlich die Knotenbewegung reglementiert und die Ldosbarkeit
der Optimierungsaufgabe gewahrleistet werden. Als Nachteil der MFE ist vor allem
die Anzahl der Parameter fiir Korrekturterme und Knotenverteilung zu nennen, was
die Einbindung in ein automatisch ablaufendes Programm erschwert.

Kollokationsverfahren

Ahnlich wie beim Finite-Elemente-Verfahren werden durch das Kollokationsverfahren
angeniherte Losungen aus gewissen Basisfunktionen berechnet. Die Amplituden a;(?)
werden hier so bestimmt, dass die Dgl. an einer definierten Anzahl von Ortsstiitzstel-
len, den sogenannten Kollokationspunkten, méglichst gut erfiillt ist.



Kapitel 4

Darstellung des
Moving-Grid-Verfahrens

Das hier dargestellte Moving-Grid-Verfahren basiert auf einer Arbeit von Verwer et
al. [24] und geht urspriinglich auf Dorfi/Drury [3] zuriick. Es verwendet eine konstante
Anzahl von Gitterpunkten und bedient sich zur Stiitzstellensteuerung des Gleichver-
teilungsprinzips mit Fehlerschitzung durch einen Bogenldngen-Monitor. Zur Regle-
mentierung der Gitterbewegung kénnen sowohl eine ortliche als auch eine zeitliche
Glattung der Punktdichten angewandt werden.

Ausschlaggebend fiir die Auswahl dieses Verfahrens waren zum einen die Einfachheit
und die geringe Anzahl der einzustellenden Parameter, zum anderen die Zugehorigkeit
zu den Dynamic-Regridding-Verfahren, was eine reibungslose Integration in SYP-
PROT ohne Eingriffe in die DAE-Numerik von DI1VA erlaubt.

Zu l6sen sei eine skalare partielle Differentialgleichung vom parabolischen Typ fiir
den Zustand z(z,t) mit einer Ortskoordinate z und der Zeitvariablen ¢:
Ox < or 9%z

aif w,&,@,u,z,t> t>to, 0<z<L (4.1)

s, 0
g0<x,8—x,z:0,t>=0, gL<x,8—x,z=L,t>:0 t > tg (4.2)
2 2

z(z,ty) = zo(2) 0<z<L. (4.3)

Dies stellt eine Reduzierung des allgemeinen PDgl.-Systems (3.1) bis (3.3) auf den
Fall N = 1 dar. Eine Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall N > 1 ist leicht
moglich. Es wird von der Existenz und Eindeutigkeit der Lésung z(z, t) des Problems
ausgegangen.

Das Ziel ist eine moglichst effiziente Berechnung des Verlaufs von z(z,t), wobei die
Abweichungen von der exakten Losung so klein wie mdglich bleiben sollen.

26
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4.1 Gleichungs-Transformation

Die Diskretisierung nach der MOL geschieht auf einem verdnderlichen Ortsgitter mit
P Gitterpunkten der Form

0=z <2(t)<...<zpi(t)<zp=1L t>0. (4.4)

Der erste und letzte Punkt des Ortsgitters sind Fixpunkte auf den R&ndern. Die
GroBlen z;(t) sind glatte Zeittrajektorien und miissen als zusétzliche Zustandsgrofien
des Problems aufgefafit werden.

Die diskretisierten, nur noch zeitabhégigen Zustandsgréfien werden in der Form
zi(t) = x(2x(¢), ) k=1(1)P (4.5)

notiert. Sie stellen eine Ndherung der exakten Losung z(z,t) am Punkt (z4(¢),¢) dar.
Zur Herleitung der transformierten PDgl. wird die totale Ableitung von z(z(t),t)
gebildet:

dr Oz dz N ox
dt 0zdt Ot
Daraus ergibt sich die Lagrange-Form der partiellen Zeitableitung [4]

ox . dr Ozdz

ot  dt 0z dt

oder in diskretisierter Form

Or, drp Oz

2
dt

ot dt 0z

2, (t)
Einsetzen in die Diskretisierung der PDgl. (4.1) ergibt

_ 2
_ dzy, F (xk’ 8_:13 o0°x

" 022

dry Ox

dt 0z

e dt 0z

,uk,t> k=21)P—1. (4.7)
Zk(t) Zk(t)

f(-++) baw. 8z/8z|,, 1) und 8%z /02|, 1) bezeichnen die Approximationen des Ope-
rators f bzw. der Ortsableitungen am Ort z(t). Fiir diese Terme kénnen wie gew6hn-
lich Diskretisierungsverfahren wie Finite Differenzen oder Finite Volumen verwendet
werden.

Gleichung (4.7) stellt die transformierte und diskretisierte PDgl. dar, die anstatt
der urspriinglichen Gleichung (4.1) zur Simulation verwendet wird muss. Der hinzu-
gefiigte Transformationsterm 9x/0z|,, (1) - dzi/dt beriicksichtigt die Mitbewegung des
Koordinatensystems.

Die Diskretisierung der Randbedingungen (4.2) erfolgt in gewohnter Weise und kann
ohne Transformation durchgefiihrt werden, da hier keine Zeitableitungen auftreten.
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Sie fiihrt auf folgende Gleichungen, wobei go(---) bzw. g (---) die diskreten Appro-
ximationen der Operatoren gy bzw. g, sind:
,t) =0. (4.8)
zp

; 9| N _o s Oz
9o | T1, 02 z1a - 3 gL | Tp, 62

Damit wurde das urspriingliche Problem beziiglich des bewegten Gitters transformiert
und die MOL-Diskretisierung der PDgln. durchgefiihrt.

4.2 Moving-Grid-Gleichungen

Da mit den Gréflen zj(t) neue Zusténde eingefithrt wurden, muss auch die Zahl der
Modellgleichungen erh6ht werden. Dabei sollen Gleichungen angesetzt werden, wel-
che die Bewegung der Gitterpunkte z;(¢) in Abhédngigkeit der Losungsverldufe zy(t)
steuern. Diese Gleichungen werden als Moving-Grid-Gleichungen oder als Regulari-
sierungsfunktionen bezeichnet. Mit Hilfe der Gleichverteilung eines Fehlermafes fiir
den lokalen Diskretisierungsfehler werden die beweglichen Gitterpunkte in Bereiche
grofler Ortsgradienten verschoben. Um Instabilitdten der Gitterbewegung zu vermei-
den, wird diese mittels 6rtlichen und gegebenenfalls zeitlichen Glattungen gedampft.
Daraus resultieren ebenfalls Zwangsbedingungen fiir eingeschrinkte Beweglichkeit,
um Uberkreuzungen von Gitterpunkten zu verhindern.

4.2.1 Gleichverteilung

Als Abkiirzungen werden die Differenz zweier Gitterpunkte

Azk(t) = Zk+1(t) — Zk(t) k= 1(1)P —1 (49)
und die lokale Punktdichte im Ortsbereich zwischen z(¢) und zg1(¢)
1 1
ny (t) := = k=1(1)P -1 4.10
k ( ) AZk (t) Zk41 (t) - Zk(t) ( ) ( )

eingefiihrt.

Als erste Grundlage fiir die Gittergleichungen wird die Beziehung fiir Gleichvertei-
lung (3.20) herangezogen, welche besagt, dass das Verhaltnis zwischen Punktdichte
und Fehlermaf lokal gesehen konstant sein soll. Der Ubersichtlichkeit halber wird im
Folgenden die Abhingigkeit (¢) meist weggelassen.

nL n;:
L _ % p—2(1)P—1. (4.11)
M, M

M ist eine diskrete Monitorfunktion und damit ein Fehlermaf fiir den Ortsbereich
zwischen zj(t) und zj,1(t). Sie wird im néchsten Abschnitt ndher spezifiziert. Diese
algebraischen Beziehungen konnen in der Zeitintegration simultan zu den iibrigen
Differential-Algebra-Gleichungen gelost werden.
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4.2.2 Die Monitorfunktion

Als Ma$ fiir die Steigung beziiglich des Ortes, d.h. fiir die Grofie des Ortsgradienten,
wird der Bogenldngen-Monitor (3.21) in diskretisierter Form verwendet:

L zpp— o)
M (t) :=4/1 _ Ek=11P—-1. 4.12
0 \/+(X ) ) (1.12)

Dabei wird durch die beiden Faktoren L und X eine Normierung des Ortsbereiches
und der Zustandsgroflen erreicht. Der Ortsbereich wird auf die Lénge 1 normiert, die
Werte der Zustandsgréflen x;, werden zu einem typischen oder maximalen Wertebe-
reich X in Beziehung gesetzt. Liegen mehrere PDgln. auf demselben Gitter vor, muss
eine Modifikation fiir mehrere Zustidnde verwendet werden. Hierbei bezeichnet N die
Anzahl der betrachteten PDgln. und X; den Normierungsfaktor des j-ten Zustands.

+ 1 N L xk+1,j_xk,j 2
M) = |1+ =) (= =2 k=1(1)P—1. (4.13)

N =1 Xj ZEk+1 — Rk

Es werden alle Zustandsgrofien zur Fehlerabschitzung verwendet. Als Alternative
kann man aber auch einen oder mehrere Zusténde als sogenannte Leitzustdnde wihlen
und die Berechnung der Monitorwerte nur von diesen Gréflen abhingig machen. Dann
lduft die Summe in Gleichung (4.13) nicht iiber alle N Zustinde, sondern beinhaltet
nur die ausgewihlten Leitzustédnde.

In der vorliegenden Fassung sind die Monitorwerte auf streng positive Werte festge-
legt, also M, > 1> 0.

4.2.3 Gitterglattung

Die bisher abgeleitete Form der Moving-Grid-Gleichungen hat den Nachteil, dass in
der Gitterbewegung Uberkreuzen und starke Konzentrationen der Stiitzpunkte so-
wie Schwingungen in den Gittertrajektorien auftreten konnen. Auflerdem kann durch
numerische Experimente nachgewiesen werden, dass die zum Loésen von Gleichungen
oder im Integrator angewandte Newton-Iteration oft nicht konvergiert oder die Simu-
lation wegen zu kleinen Zeitschrittweiten des Integrators abgebrochen wird [24, 14].
Deshalb werden im Folgenden zwei Modifikationen der Gleichverteilungsbeziehung
(4.11) zur Glattung der Gitterbewegung beziiglich des Ortes und der Zeit eingefiihrt.

Ortliche Gitterglittung

Um die &rtliche Gitterbewegung einzuschrinken, werden die Punktdichten nj (t)

durch ihre sogenannten ,anti-diffusen® Entsprechungen i} () ersetzt, was eine nu-

merische Diffusion der Punktdichten n; (¢) bewirkt. Dabei wird der Parameter  der
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ortlichen Gitterglidttung eingefiihrt. Eine anschauliche Interpretation von x folgt am
Ende des Kapitels.

nf = nf —k(k+1)(ng —ni) (4.14)
il = nf —k(k+1)(n,—2nf +nf ) k=21)P-1 (4.15)
fipy = npy—k(k+1)(np_,—np_y) (4.16)

Die Gleichungen (4.14) und (4.16) ergeben sich aus (4.15) durch die ,virtuellen“
Randbedingungen

Ay oy _ Af
Lk p=2(1)P—1 (4.17)
Mkfl Mk

oder ausgeschrieben mit der Abkiirzung u := k(x + 1) fiir

k=2:
—( ) Fpny  —png + (L4 200y —png (4.18)
M My '
k=3(1)P-2:
pny o — (L4 2 4 pnl —pnyl  + (1 4+ 2p)ny — “nlj—+1 —0 419
M-I— + M-I— - ( : )
k—1 k
k=P—-1:
pnp s — (L +2unp y+pmp | —pnp 5+ (1+p)np —0 4.90
M+ + M+ - Y ( . )
P-2 P-1

(4.18) bis (4.20) stellen ein algebraisches Gleichungssystem dar, das beziiglich der
Stiitzstellen 2 5-Punkt-verkoppelt ist, da Gleichung k von n;_, bis nj,; und damit
von 2j_s bis zpo abhingt.

In [24] wird nachgewiesen, dass durch diese Modifikation benachbarte Punktdichten
und damit auch benachbarte Intervallabstdnde stets folgender Beschrédnkung unter-
liegen:

_|_
K n K+1
<M1 R
kK+1— n: - K

k=21)P—1. (4.21)

Damit ist iiber den Parameter x > 0 ein einfacher und anschaulicher Weg gegeben,
wie man Punkthiufungen und das Uberkreuzen von Stiitzstellen vermeiden kann.
Wihrend eine Wahl von x 1 eine grofiziigige Verschiebung der Stiitzstellen erlaubt,
wird mit k£ > 1 die Bewegung der Gitterpunkte sehr gering sein.
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Zeitliche Gittergliattung

Die Zeitverldufe der Gitterpunkte zj(¢) kénnen durch eine weitere Modifikation ge-
glattet werden. Dazu wird die Gleichverteilungsbeziehung (4.17) nach o6rtlicher Glat-
tung zu einem System von Differentialgleichungen erweitert:

=+ d ~+ =+ d ~+
Np_ 1 +THMe 1 oy + TNy

M, M

k=21)P-1. (4.22)

Der Parameter 7 > 0 wirkt als Verzogerung und zwingt das Gitter, sich nicht sofort
den neuen Monitorwerten anzupassen, sondern sich iiber das Zeitintervall 7 einzu-
stellen. Das Resultat dieser zeitlichen Glattung ist die Vermeidung von zeitlichen
Oszillationen und ein glatter Verlauf von zj(¢). Wird fiir 7 ein sehr kleiner Wert oder
Null gewéhlt, tritt die Verzogerung kaum bzw. gar nicht auf. Bei sehr hohen Werten
fiir 7 ergibt sich ein praktisch nichtbewegtes Gitter. In den meisten Fiéllen ist die
zeitliche Glattung jedoch iiberfliissig, da die rein ortliche Gittergldttung schon gute
Ergebnisse liefert.

Es sei noch angemerkt, dass durch die zeitliche Glattung die Beschridnkung der
Verhiltnisse benachbarter Punktdichten (4.21) weiterhin ihre Giiltigkeit behélt [24].

Die Gleichungen (4.22) sind in der bisherigen Form noch nicht direkt implementier-
bar, da Ableitungen von 7] vorkommen. Im Kontext von SYPPROT und DI1vA ist
dies eine sogenannte Hilfsvariable und hat die Funktion einer Abkiirzung. Ableitun-
gen beziiglich der Zeit diirfen in der linear-impliziten DA-Form nach Gleichung (2.1)
aber nur von Zustandsvariablen gebildet werden. Deshalb miissen noch Umformungen
vorgenommen werden, so dass in den Gleichungen nur Ableitungen von Zustandsva-
riablen auftreten. Aus

1
+ - -
"= Azk
folgt
d + 1 d dzk+1 dzk
— = — —A = — +)2 Bl —
dt'k (Azp)2dt () < dt  dt )

Einsetzen in die Zeitableitung der Gleichungen (4.14) bis (4.16) ermdglicht eine Um-
formung von (4.22) und liefert die endgiiltigen Gleichverteilungsbeziehungen fiir
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k=2:
A (G )Y da
My My )
(4 p)(ny)* + p(ng ) N p(ng)? + (1+2p)(ny)* dze
My My dt
N p(ng )’ LA 20)(n3)* + p(ng)*\ dzs
M My dt
[ p(ng)? da
M, ) dt
—( ) Fpny | —png + (L 200y — png (4.23)
M M, '
k=3(1)P—2
rl = (u(n:2)2> dzy 2
M/ dt
n (o) + (14 2p)(ny_,)? n (g 1)\ dzy
M M) dt
(L 2p) ()" + p(ng)? N plng_)® + (1 +2p) (n))* dax
M M} dt
N p(ng)? N (L+2p)(n) + p(nf1)*\ dzega
M M dt
B p(n1)?Y dego
M} dt
_ommgy — (U4 2u)nyy + oy —pmy g+ (L 2p)ny — pny, (4.24)
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k=P—-1:
A p(np_3)*\ dzp_s
ME dt
N p(np_s)® + (14 2p)(np_y) N p(np_5)*\ dzp_s
Mg, Mg, dt
(O 2 0h o k)l + (1 p)(h ) dep
Mli—f2 M;,1 dt
4 pnp )2 (1+p)(np 1)\ dep
Mg, Mg, dt

_ pnp s — (L+20)np y+unp y  —pnp o+ (1 +p)np
Mp_, Mp_,

Setzt man in diesen Beziehungen 7 = 0, erhélt man wieder die Gleichungen (4.18)
bis (4.20).

4.3 Fehler und Stabilitdt der numerischen Lésung

Die in der Literatur meist angewandte Diskretisierung der ersten Ortsableitung im
Transformationsterm 0x/0z|,, (1) - dzx/dt in Gleichung (4.7) ist die Zentraldifferenz

8_3:
0z

o Th41 — Tg—1 (4.26)

21 (%) Zk4+1 T Rk—-1

Sie stellt {iblicherweise die Approximation mit dem kleinsten Fehler dar, da sie die
wahre Tangente an das Ortsprofil besser annéhert als die Riickwértsdifferenz

0 — Tp_
gr ~ TF T TR (4.27)
0z () kT Zk-1

oder die Vorwértsdifferenz
o _
9z T T Tk (4.28)
0z 2 (t) ZE+1 — 2k

siehe Abbildung 4.1.

Treten allerdings dominante Konvektionsterme in den Modellgleichungen auf, kénnen
sich durch Anwendung der Zentraldifferenz numerisch bedingte Oszillationen im Lo-
sungsverlauf ergeben [14]. In diesem Fall muss auf eine Upwind-Diskretisierung zu-
riickgegriffen werden, womit die DA-Gleichungen aus diskretisierter PDgl., Randbe-
dingungen und Gittersteuerung ortlich stabilisiert werden.
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k-1 2k Zl+1

\j

Abb. 4.1: Approximation der ersten Ortsableitung anhand des Ortsprofils. Die Zentraldiffe-
renz (4.26) (- -) ndhert die Steigung der wahren Tangente dz/0z (—) im Allgemeinen
besser an als die Riickwértsdifferenz (4.27) (—---).

Sollten trotz aller sinnvollen Diskretisierungs- und Glattungsmafinahmen Instabi-
lititen auftreten, muss die Zahl der Gitterpunkte erhéht und gleichzeitig eine An-
passung der Verfahrensparameter x und 7 vorgenommen werden. Jedoch kann die
fiir Stabilitdt benttigte Anzahl der Gitterpunkte viel hoher sein als die Anzahl der
Gitterpunkte, die fiir geniigend genaue ortliche Auflosung und damit zur Erfiillung
der eigentlichen Funktion des Verfahrens notwendig wéren. Damit wird die Rechen-
zeit zur Integration der DA-Gleichungen steigen.

Eine Betrachtung der Stablitdt der DA-Gleichungen inklusive PDgl. und Gitterglei-
chungen wird beispielsweise in [15] vorgenommen. Die Ergebnisse sind allerdings pro-
blemabhéngig und kénnen schwerlich innerhalb einer automatisierten Verarbeitung
eingesetzt werden. Die DA-Gleichungen nach der Diskretisierung sind nach [15] in
der Form

dz, Oz dzy, 0%z

ok _ 7 .2 i 2 k=2(1)P
dt 0z dt T 072 +8(2, 2) | (1)
Zk(t) Zk(t)

g(x1,...,xp,21,...,2p) =0 (4.29)
gegeben, wobei s(z,2)|., ) den Quellterm der PDgl. und g(...) = 0 die Gitter-

gleichungen mit Randbedingungen darstellen. Damit konnen Reaktions-Diffusions-
Systeme beschrieben werden.

Der Diskretisierungsfehler ergibt sich aus den Termen héherer Ordnung der Gleichun-
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gen (3.6) und (3.8), die ausfiihrlich geschrieben lauten (Az, = 241 — 2x):

0 —rpq 1 0
oxr _ Tkl — X1 L 323 (Az, — Azyi)
1 0%z Az + Az,
32_33 _ 2 Thy1 — Tk Th — Tp1
022 () Az + Az Az, Azp_q
10 1 o Az} + Az}
_Z 6_337 (Azp — Azpq) — — 0 f i S =
3 8Z Zk(t) ].2 62 Zk(t) Azk + AZk_l
Der Diskretisierungsfehler fiir Gleichung (4.29) hat also die Form
dzp |1 0? 103 Az} + Az}
v O —32: (Azp — Azj_q) + = f’j % Tl
1 9%z 1 0z Az + Az}
—u |2 S5 (A= Ag) +— o ST (430
K [3 023 (t)( “ 2e-1) 12 024 ) Az + Az * ( )
2k 2k
Die Terme dz/dt|...] in der ersten Zeile des Ausdrucks kommen erst aufgrund der

Einfiihrung des bewegten Gitters ins Spiel und bedingen weitere Diskretisierungsfeh-
ler, die bei Benutzung eines festen Gitters nicht auftreten. Diese zusétzlichen Fehler
iiberwiegen die Ungenauigkeiten aufgrund des Diffusionsterms y - 8%z /022, wenn die
Frontgeschwindigkeiten hoch sind (dzy/dt gro8) oder der Diffusionskoeffizient p sehr
klein ist. Dieser Einfluss kann verringert werden, wenn die Gittertrajektorien einen
glatten und gleichméiBigen Verlauf haben und im Kleinen gesehen keine grofen Ande-
rungen vollfithren. Dies wird vor allem durch eine zeitliche Gittergldttung mit 7 > 0
erreicht.

Eine weiteres wichtiges Ergebnis betrifft die numerische Stabilitidt der Losung. In [15]
wird festgestellt, dass der Fehler sehr schnell anwéchst, wenn 9s/dz grofie positive
Werte annimmt. Dies entspricht exothermen Reaktionen. In diesen Fillen wird ei-
ne Verwendung von Moving-Grid-Methoden fiir diese Reaktions-Diffusions-Systeme
nicht empfohlen.

4.4 Zusammenfassung

Insgesamt bendtigt man zur numerischen Lésung von (4.1) bis (4.3) folgende Rechen-
bzw. Simulationsgleichungen:

e Die auf das mitbewegte Gitter transformierten und diskretisierten Dgln. (4.7)
jeder Pdgl. mit Randbedingungen (4.8) und Anfangsbedingungen

dx, Ox dzy, ~
it E = (L Ek=2(1)P -1 t>t
dt  0z|,, dt f) @ ol
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Go(...)=0, Gu(...)=0 t>tg

zi(to) = xo(21) k=1(1)P.

e Die Gittergleichungen (4.18) bis (4.20) nur mit ortlicher Gittergldttung bzw.
(4.23) bis (4.25) mit 6rtlicher und zeitlicher Gittergldttung. Dazu die Randwerte
des Gitters

1 = 0 s Zp = L t>0
und eine Anfangsverteilung der Gitterpunkte

Zk(tg) = Zko k= 1(1)P mit Z10 = 0 , 2P — L.

e Die Monitorfunktion (4.13), wobei N = Anzahl PDgln., L bzw. X; = Normie-
rungsfaktoren,

1 N Lz e\
M) =, |1+ = Tkl T Tk E=1(1)P—1.
¢ (0 +N;<Xj Zk4+1 — 2k (1)

e Die Hilfsvariablen (Zuweisungen)

nt(t) == k=11)P -1

und die Abkiirzung
po=r(k+1).

e Die Verfahrensparameter fiir 6rtliche Gitterglattung x, fiir zeitliche Gitterglét-
tung 7 und die Anzahl der Gitterpunkte P.

Die Anzahl der Gleichungen ist (N + 1) - P und damit identisch mit der Zahl der
Unbekannten z(t) und zx(¢), k = 1(1)P. Im Vergleich mit der Anzahl der Gleichun-
gen N - P bei nichtbewegtem Gitter wird deutlich, dass die zusédtzliche Rechenzeit
bedingt durch die Vergroflerung der Gleichungsanzahl mit wachsendem N an Bedeu-
tung verliert.

Bei Anwendung von Dirichlet-Randbedingungen (Wert des Zustands wird vorgege-
ben) liegt fiir den Fall 7 > 0 bei angenommener Nicht-Singularitdt der Matrix aus
den linken Gleichungsseiten ein echtes ODE-Modell vor, im Fall 7 = 0 ein DA-Modell
mit Index eins [24].



Kapitel 5

Implementierung

Zur Einbindung des in Kapitel 4 dargestellten Moving-Grid-Verfahrens in das Vor-
verarbeitungswerkzeugs SYPPROT muss zum einen die Eingabesprache der MATHE-
MATICA-Daten-Struktur (MDS) angepasst und zum anderen der Programm-Code
von SYPPROT erweitert werden. Die Erweiterungen der MDS betreffen die MOL-
Parameter zur Definition bewegter Gitter. Anhand dieser Parameter aus der MDS-
Datei muss das Diskretisierungs-Modul des Programm-Codes eine automatische Glei-
chungstransformation und Generierung der Moving-Grid-Gleichungen, abgestimmt
auf die bereits vorhandenen Diskretisierungsschemata der FD und der FV, vorneh-
men.

5.1 Die MATHEMATICA-Daten-Struktur

Die Definition verteilter Modelle erfolgt mittels der MATHEMATICA-Daten-Struktur
(MDS). Sie bedient sich einer Anzahl von symbolischen Programmiermethoden zur
Spezifizierung von Informationen:

e Ausdruck: kopflargumentl, ... ,argumentn]
Der kopf des Ausdrucks dient zur Charakterisierung der reprisentierten Infor-
mationen, die argumente stellen die Informationen dar.

e Gleichung: 1hs == rhs
e Zuweisungen: lhs := rhs

e Regeln: 1hs -> rhs
Regeln stellen ebenfalls eine Zuweisung von rhs an 1hs dar. Im Gegensatz zur

eigentlichen Zuweisung lhs := rhs erlauben mehrere Regeln innerhalb eines
Ausdrucks eine flexible Spezifikation von Informationen in weitgehend beliebiger
Reihenfolge.

37
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e Listen: { elementl, ... ,elementn }
Listen dienen der geordneten Représentation von Einzelinformationen.

Die MDS wird anhand der folgenden Definitionsfunktionen in einzelne Abschnitte un-
terteilt. Dazu geh6ren zum einen Ausdriicke zur Definition des Modelles aus PDgln.,
Integro-PDgln., Dgln. und algebraischen Gleichungen:

e GeneralDescription[ ... ] beinhaltet allgemeine Angaben wie Dateiname,
Autor, Datum usw.;

e IndependentVariables[ ... ] definiert Zeit-, Orts- und Eigenschaftsvaria-
blen;
e StructureParameters[ ... ] definiert strukturelle Modellparameter wie Kom-

ponenten- und Stiitzstellenzahl;

e SystemParameters[ ... ] definiert Modellparameter wie Masse, Diffusionsko-
effizient usw.;

e InputVariables[ ... ] benennt die Eingangsgrofien;

e OutputEquations[ ... ] definiert die Ausgangsgrofien;

e StateVariables[ ... ] definiert die Zustandsgroflen;

e AuxiliaryVariables[ ... ] definiert Hilfsvariablen (Abkiirzungen);
e SystemEquations[ ... ] definiert die Modellgleichungen;

e ProcessValues[ ... ] definiert Ausgabegrofien fiir Offline-Grafik.

Die Gitterdefinitionen und MOL-Parameter werden durch zwei weitere Ausdriicke
festgelegt:

e Domains[ ... ] zur Definition der Ortsgitter;

e Discretizations[ ... ] zur Definition der MOL-Diskretisierungsparameter.

Fiir die genaue Formulierung eines Modells und der einzelnen Ausdriicke sei auf [11]
oder auf die MDS-Datei im Anhang verwiesen.
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Gitterdefinition und MOL-Parameter

Da im Folgenden auf die Definition von Gittern und MOL-Parametern und ihre Er-
weiterung eingegangen wird, werden die beiden Definitionsfunktionen Domains und
Discretizations ndher vorgestellt.

Eine Gitterdefinition in der MDS zeigt das folgende Beispiel:

Domains[
Grid[ Grid[z],
Computation -> Function[{k}, (k-1)*L/(kmax-1)],
Granularity -> "kmax",
GridPractice -> "GridPoints" ] 1;

Der Ausdruck Domains besitzt hier als einziges Argument wiederum einen Ausdruck,
namlich Grid. Die Argumente von Grid definieren das Gitter mittels eines Namens
Grid[z], worin auch die unabhéngige Ortsvariable z genannt wird, und drei Regeln.
Diese Regeln geben (in beliebiger Reihenfolge) die Berechnungsvorschrift fiir die La-
ge der Gitterpunkte (Regel Computation), die Anzahl der verwendeten Gitterpunkte
(Granularity) sowie das Gitterverfahren (GridPractice) fiir die mogliche Benut-
zung der FV an.

Die Definition der MOL-Diskretisierungs-Parameter erfolgt beispielsweise mit

Discretizations[
FDMethod[ FDUpwind,
PolynomPoints -> {1,2,3},
Eccentricity -> {0,1,0},
OrderReduction -> {0,0,13}],
FVMethod[ FVUpwind,
Profile -> {"upwind","piecewise-linear"}] ];

Innerhalb der Ausdrucks Discretizations definieren die Argumente FDMethod bzw.
FVMethod die Diskretisierungsparameter fiir Finite Differenzen bzw. Finite Volumen.
In FDMethod folgen nach einem Namen (hier FDUpwind) drei Regeln. PolynomPoints
gibt die Anzahl der einbezogenen Stiitzpunkte der ortlichen Ableitungen mit Ordnun-
gen 0, 1, 2 fiir die Lagrange-Polynome an. Eccentricity legt die Verschiebung des
mittleren Stiitzpunktes gegeniiber dem Approximationszentrum fest. OrderReduc-
tion schliefllich definiert die vorzunehmenden Ordnungsreduktionen an den Rdndern
des Ortsbereiches. In FVMethod folgt nach dem Namen (hier FVUpwind) nur die Re-
gel Profile zur Definition der zu verwendenden Profilannahmen fiir die ortlichen
Ableitungen der Ordnungen 0 und 1.
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Vorgaben zur Erweiterung der MDS

Die Ergénzung der MATHEMATICA-Daten-Struktur sollte unter folgenden Gesichts-
punkten geschehen:

e Der Benutzer soll das Moving-Grid-Verfahren einfach anwenden kénnen, d.h. im
Idealfall ohne tiefgehende Kenntnisse iiber das Verfahren und seine Parameter.

e Es sollen nur wenige Ergénzungen, aber keine Umstrukturierungen an der MDS
vorgenommen werden.

5.1.1 Erweiterung der MATHEMATICA-Daten-Struktur

Die MATHEMATICA-Daten-Struktur musste zur Ankopplung des Moving-Grid-Ver-
fahrens nur an einer Stelle gedndert werden. Die Wahl eines bewegten Gitters erfolgt
im Argument Grid der Domain-Definition als eigene Regel. Damit ist es jetzt moglich,
jedes Ortsgitter einzeln auf ein bewegtes Gitter umzustellen, und gegebenenfalls die
Verfahrensparameter zu definieren.

Will man eine Umstellung auf ein bewegtes Gitter vornehmen, ist es nur notwendig,
eine neue Regel der Form

MovingGrid -> { SpaceSmoothing -> Real-Zahl,
TimeSmoothing -> Real-Zahl,
Monitor —-> Real-Zahl,
MonitorStates -> Liste,
CentralDiff -> True | False
}

an die bestehenden Regeln innerhalb der Funktion Grid anzufiigen. Dabei kénnen die
Regeln SpaceSmoothing, TimeSmoothing usw. in beliebiger Reihenfolge auftreten,
oder es konnen beliebige oder alle Regeln weggelassen werden. Im Einzelnen werden
folgende Funktionen unterstiitzt:

e SpaceSmoothing definiert den Parameter x der ortlichen Gitterglidttung.
e TimeSmoothing definiert den Parameter 7 der zeitlichen Gitterglattung.

e Mit Monitor kann die Monitorfunktion iiber eine zugeordnete Nummer aus-
gewahlt werden. Bisher kann auf die Implementierung des Bogenldngenmonitors
entsprechend Gleichung (4.13) zuriickgegriffen werden. Dem Bogenldngenmoni-
tor entspricht die Nummer 1.

e Die Liste in der Regel MonitorStates gibt die vom Monitor zu iiberwachenden
verteilten Zustdnde an.
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e Die Regel CentralDiff erlaubt eine Diskretisierung des Transformationsterms
als Zentraldifferenz nach Gleichung (3.6), da dies fiir nicht dquidistante Gitter
mittels der Lagrange-Polynome nicht moglich ist.

Hierzu eine Warnung: Da in der aktuellen Version von SYPPROT keine Diskre-
tisierung von einzelnen Termen, sondern nur von kompletten Gleichungen vor-
gesehen ist, kann ohne eine tiefgreifende Anderung am Vorverarbeitungswerk-
zeug keine gesonderte Diskretisierung des Transformationsterms vorgenommen
werden. Deshalb wurde dies durch die Regel CentralDiff fiir diesen Term
provisorisch ermdglicht. Allerdings wird die automatische Indizierung der dis-
kretisierten PDgln. umgangen, so dass mehrdimensionale PDgln. in Zukunft
Probleme verursachen kénnen. Auflerdem wird die Zentraldifferenz eingesetzt,
ohne auf Probleme mit Indexlaufbereichen zu achten. Bei unsachgeméfier An-
wendung kann also eine Uberschreitung der maximalen Indizes auftreten. Diese
Nachteile ergeben sich, da die Transformation auf das bewegte Gitter vor den
Diskretisierungen stattfindet. Grundsétzlich soll diese Regel nur angewandt wer-
den, wenn zweite Ortsableitungen in der betreffenden PDgl. vorkommen und
der Anwender sich iiber die Struktur der diskretisierten Gleichungen im Klaren
ist.

Einzelne Regeln konnen weggelassen werden, wenn keine Abweichung von den Stan-
dardeinstellungen beabsichtigt ist. Im einfachsten Fall bleibt die Liste auf der rechten
Seite leer:

MovingGrid -> {}

Damit werden folgende Standardeinstellungen der Verfahrensparameter vorgenom-
men:

e Parameter der Gitterglittung k = 2;
e Parameter der Zeitglittung 7 = 0;
e Wahl des Bogenldngenmonitors (Nr. 1);

e Uberwachung aller verteilten Zustandsgréfen aus einem zusammengehorenden
Gleichungsabschnitt;

e Automatische Diskretisierung des Transformationsterms anhand einer benut-
zerdefinierten FD oder FV. Keine Anwendung der Zentraldifferenz nach Glei-
chung (3.6).

Zusitzlich muss vom Benutzer eine Anfangsverteilung der Gitterpunkte vorgegeben
werden. Dies geschieht mit einer Berechnungsvorschrift iiber die schon vorhandene
Regel Computation der Funktion Grid. Die Verteilung der Stiitzstellen ist prinzipiell
beliebig. Es muss nur darauf geachtet werden, dass fiir den Index 1 der z-Wert des
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Domains [
Grid[ Gitteri[z],
Computation -> Function[{k}, (k-1)*L/(kmax-1)],
Granularity -> "kmax",
MovingGrid -> {%}
1,
Grid[ Gitter2[z],
Computation -> Function[{k}, (k-1)*L/(kmax-1)],
Granularity -> "kmax",
MovingGrid -> { SpaceSmoothing -> 3 }
1,
Grid[ Gitter3[z],
Computation -> Function[{k}, (k-1)*L/(kmax-1)],
Granularity -> "kmax",
MovingGrid -> { SpaceSmoothing -> 0.5,
TimeSmoothing -> 0.001,

Monitor -> 1,
MonitorStates -> {x[z,t],y[z,tl},
CentralDiff -> True }

Abb. 5.1: Beispiele fiir Moving-Grid-Definitionen

linken Randes und fiir den Index aus der Granularity-Regel der z-Wert des rechten
Randes erzeugt wird.

Um die Normierung anzuwenden, muss der Benutzer eine Definition der typischen
oder maximalen Wertebereiche X; fiir Zustandsgrofilen vornehmen. Dies geschieht
iiber die Regeln MaxValue -> MaxWert und MinValue -> MinWert bei der Defi-
nition der Zustandsvariablen im Ausdruck StateVariables. Der Normierungsfaktor
berechnet sich daraus mit X; = MaxWert — MinWert. Eine Normierung der Léange
des Ortsbereichs erfolgt automatisch.

Einige Beispieldefinitionen sind in Abbildung 5.1 gezeigt. Die erste Definition erzeugt
ein bewegtes Gitter mit Namen Gitter1[z] und den Standard-Verfahrensparame-
tern. Das zweite Beispiel erzeugt ein bewegtes Gitter mit Namen Gitter2[z] und
den Standardeinstellungen, aber k = 3. Die letzte Definition erzeugt ein bewegtes
Gitter mit Namen Gitter3[z], x = 0.5, 7 = 0.001, Bogenldngenmonitor und Zent-
raldifferenz fiir den Transformationsterm. Zur Berechnung der Monitorwerte werden
dabei nur die beiden Zustinde z(z,t) und y(z,t) herangezogen, obwohl gegebenen-
falls noch mehr Zustinde des verkoppelten Modells iiberwacht werden konnten. In
allen drei Beispielen wird ein dquidistantes Anfangsgitter erzeugt. Der Wert des lin-
ken Randes ist dabei 0 (Index k = 1), der Wert des rechten Randes ist L (Index
k = kmaxz).
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PDgl. und RB

Diskretisierungs-Modul * MDDi sc. m

Gitterdefinition und Auswahl der Diskretisierungsmethode

Gleichungstransformation

| ;

Generierung der Moving-Grid-Gleichungen
mit Gitterglattung

Generierung methodenspezifischer Hilfsvariablen

Finite-Differenzen-Modul Finite-Volumen-Modul
FDMVet hod. m FVMet hod. m

Approximation von X(zt) Integration tber alle
mit Kontrollvolumen unter
Lagrange-Polynomen Beriicksichtigung der RB
o Approximation der Kontroll-

Approximation von

volumen-Randwerte

piecewise |I Schemata '
const./linear || hoherer !
Schemata |I Ordnung !

\ /
DA-Gleichungen

Abb. 5.2: Ablaufdiagramm fiir die Vorverarbeitung einer PDgl. mit SYPPROT.

5.2 Erweiterung der Implementierung

Um die Ansatzpunkte der Erweiterung des Programm-Codes ersehen zu kénnen, wird
hier kurz auf die vorhandene Struktur der Diskretisierungs-Module des Vorverarbei-
tungswerkzeugs SYPPROT eingegangen. Ein Ablaufdiagramm fiir die Diskretisierung
einer PDgl. mit Darstellung der einzelnen Module zeigt Abbildung 5.2.

Zunichst sammelt das {ibergeordnete Diskretisierungs-Modul MDDisc.m die zur kor-
rekten Verarbeitung bendtigten Informationen aus der MDS-Eingabedatei. Das Mo-
ving-Grid-Modul wird vorerst nicht betrachtet. Auf die PDgl. wird dann die gewéhlte
Diskretisierungsmethode angewandt. Das FD-Modul FDMethod.m berechnet mittels
Lagrange-Polynomen die Approximationen fiir die Zustandsvariablen und deren Orts-
ableitungen, wohingegen das FV-Modul FVMethod.m die PDgl. iiber jedes Kontroll-
volumen integriert und die unbekannten Werte an den Réndern der Kontrollvolumina
entsprechend der getroffenen Profilannahmen approximiert.
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Fiir das neue Modul sind zwei Varianten denkbar:

e Als erste Moglichkeit kommt eine Anwendung des Moduls nach den Diskreti-
sierungsmethoden FDMethod.m und FVMethod.m in Frage. Das Modul miisste
dann die schon diskretisierten PDgln. transformieren, was eine Anpassung der
Diskretisierung des Transformationsterms fiir bewegtes Gitter an die Diskreti-
sierung der PDgl. erfordert. Die implementierten FD und FV kénnten also nicht
ausgenutzt werden oder miissten ein zweites Mal aufgerufen werden.

e Tritt das neue Modul fiir die Bearbeitung bewegter Gitterpunkte vor den Dis-
kretisierungsmethoden in Aktion, wie in Abbildung 5.2 dargestellt, kann die
automatische Diskretisierung der Transformationsterme und Monitorfunktio-
nen gemeinsam mit den urspriinglichen Modellgleichungen in einem Aufruf
erfolgen. Ein weiterer Vorteil ergibt sich bei zukiinftigen Erweiterungen von
SYPPROT um neue Diskretisierungs-Methoden: diese Methoden kénnen schon
bei ihrer Implementierung auf die Anforderungen des Moving-Grid-Verfahrens
ausgerichtet werden.

Deshalb wurde auf eine Anordnung des neuen Moduls MovGrid.m wie in Abbildung
5.2 entschieden.

Das Modul MovGrid.m muss die Transformation der Zeitableitungen in PDgln. vor-
nehmen und zusétzliche Gleichungen mit Gitterglattung fiir das bewegte Gitter hin-
zufiigen. Dariiber hinaus ist es erforderlich, am Ablauf der vorhandenen Diskretisie-
rungsmethoden einige Modifikationen vorzunehmen.

In den weiteren Unterkapiteln soll in aller Kiirze auf die Grundziige der Implemen-
tierung und auf einige Details eingegangen werden. Dies kann bei zukiinftigen Erwei-
terungen von Nutzen sein.

5.2.1 Das Modul MovGrid.m

Das neue Modul MovGrid.m der Vorverarbeitung fiihrt alle Aktionen des hier behan-
delten Moving-Grid-Verfahrens aus, welche unabhéngig von den Diskretisierungsme-
thoden vorgenommen werden kénnen. Im Hauptprogramm der MOL-Diskretisierung,
MDDisc.m, werden diese Aktionen mit dem Aufruf MovingGridProcedure[] gestar-
tet, bevor alle sonstigen Vorverarbeitungsschritte getatigt werden. Ein Struktogramm
der wichtigsten Funktionalitdten der MovingGridProcedure zeigt Abbildung 5.3.

Die Prozedur MovingGridProcedure erzeugt zuerst eine Anzahl von Hilfslisten, um
oft bendtigte Informationen auf einfache Weise abfragen zu kénnen. Es sei vor allem
auf die Liste MGGridParamters hingewiesen, welche die Parameter der verschiedenen
verwendeten Gitter enthélt. Diese sind in Unterlisten in einer bestimmten Reihenfolge
angeordnet, um einen einfachen und schnellen Zugriff zu gewéhrleisten:

{ Name, Computation, Granularity, GridPractice, SpaceSmoothing,
TimeSmoothing, Monitor, MonitorStates, CentralDiff } .
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MovingGridProcedure

Generierung von Hilfslisten und Parameter-Bezeichnern

Setzen der Moving-Grid-Parameter mittels Default-Werten
bzw. Uberpriifung der Benutzer-Vorgaben

ExtractGridParameters

Generierung neuer Zustandsvariablen fiir Gitterpunkte

Einfligen des Diskretisierungs-Schemas fiir die Monitorfunktion

Generierung der MDS-Definitionen fiir x, & und 7

Transformation der PDgln. und Aufstellen der Gittergleichungen

TransformMovingDistributed

Abb. 5.3: Struktogramm der Hauptfunktion MovingGridProcedure

Bei der Erzeugung dieser Unterlisten werden gegebenenfalls die Default-Werte des
Moving-Grid-Verfahrens eingesetzt und eventuell auftretende Fehleingaben abgefan-
gen. Diese Default-Werte sind als interne Variablen mit Namen MGDefaultKappa,
MGDefaultTau, MGDefaultMonitor, MGDefaultMonitorStates und MGDefaultCen-
tralDiff definiert.

Im Unterschied zu nichtbewegten Gittern miissen hier natiirlich zusétzliche Zustands-
variablen fiir die zeitlich verdnderlichen Orte der Gitterpunkte eingefiihrt werden.
Diese werden in bereits diskretisierter Form der StateVariablesList zugefiigt, da
eine Anwendung verschiedener Diskretisierungsmethoden fiir Zustandsgréfien nicht
sinnvoll ist.

Da die Berechnungsvorschrift der Monitorfunktion spéter in nicht-diskretisierter Form
in das Modell geschrieben wird, muss hierfiir eine bestimmte Diskretisierung verwen-
det werden, welche die richtigen Indizes erzeugt. Deshalb wird an die Liste der Diskre-
tisierungsschemata ein weiteres Schema zur Verarbeitung des Monitors angehingt:

FDMethod[ MGMonitorScheme,
PolynomPoints -> {1,2,3},
Eccentricity -> {0,0,03},
OrderReduction-> {0,0,1}
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Diese Diskretisierung mit Finiten Differenzen erzeugt aus einer kontinuierlichen Mo-
nitor-Funktion genau die diskretisierten Monitor-Funktionen (4.13). Diese Form ist
sowohl fiir PDgln. geeignet, welche mit der FD diskretisiert werden, als auch fiir
solche, die mit der FV vorverarbeitet werden.

Danach werden die MDS-Definitionen der Verfahrensparameter der SystemPara-
metersList zugeschlagen. Sie lauten zum Beispiel ppMGkappal fiir x, ppMGmul fiir
p = k(k+1) und ppMGtaul fiir 7. Die Namen setzen sich zusammen aus pp fiir ,,Pre-
Processing“, MG fiir ,Moving Grid“, einem Bezeichner wie kappa und einer Zahl zur
Unterscheidung der verschiedenen Parameter zugehorig zu verschiedenen bewegten
Gittern.

Schliefllich werden diejenigen Modellgleichungen, welche auf bewegten Ortsgittern
definiert sind, mittels der Prozedur TransformMovingDistributed einer gegebenen-
falls erforderlichen Transformation unterzogen. Auflerdem werden die Gleichungen
zur Stiitzstellensteuerung erzeugt.

Transformation und Erzeugung der Gittergleichungen

Die Gleichungs-Transformation auf das bewegte Gitter und die Generierung der Git-
tergleichungen und Monitorfunktionen wird in der Prozedur TransformMovingDist-
ributed vorgenommen. Abbildung 5.4 zeigt die wichtigsten Schritte dieser Prozedur.

Wenn ein Gleichungsabschnitt mit verteilten Gleichungen vorliegt, werden im Ein-
zelnen die folgenden Aktionen ausgefiihrt (Zahlen in Klammern beziehen sich auf
Abbildung 5.4):

(1) Uber den aktuellen Gleichungsabschnitt werden Informationen wie Gleichun-
gen, Gitterparameter und Ortsvariable beschafft.

(2) Um partielle Ableitungen von Zustandsgrofien entsprechend Gleichung (4.6)
transformieren zu kénnen, werden auf beliebige Zustandsgréfien zugeschnittene
Regeln gebildet.

(8) Diese Regeln wirken sich wie folgt aus. Auf dem Gitter mit Namen Grid[z]
wird beispielsweise der Differentialoperator

D[ x[z,t],t ] ersetzt durch (5.1)

D[ x[z,t],t 1 - D[ x[z,t],z ] * D[ zGrid[z,t],t 1, (5.2)

woraus die spiter angewandte Diskretisierung die korrekten Gleichungen ge-
winnt. Dies ist mathematisch gesehen nicht ganz richtig, da erstens die Orts-
variable zGrid nicht von 2z und ¢, sondern nur von ¢ abhéngt, und zweitens im
Ausdruck (5.2) nur partielle Ableitungen und nicht wie hergeleitet partielle und
totale Ableitungen vorkommen. Durch die Angabe der Abhéngigkeit von z wird
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TransformMovingDistributed

Liegen verteilte Gleichungen, d.h. PDgln., vor ?

Ja Nein
Beschaffung von Informationen und Parametern des aktuellen Ortsbereichs (1)
Generierung der Transformationsregeln (2)
Transformation der PDgln. (8)

Bildung der Monitor-Funktion (Funktion BuildMonitorDefinition) (4)

Zu iiberwachende Zustande vom Benutzer
sinnvoll vorgegeben ?

Ja Nein
Ubernahme dieser Zustinde Suche nach zu iiberwachenden
verteilten Zustanden
(4.1) (Funktion BuildMonitorStates) (4.2)
Generierung der Monitor-Berechnungsvorschrift mit Normierung
und Einfiigen ins Gleichungssystem (4.3)
Berechnung des linken und rechten Randes des Ortsbereichs (5)
Aufstellen der Gittergleichungen des linken und rechten Randes (6)
Generierung und Einfiigen der Definition fiir die Punktdichte (7)
Aufstellen der Gittergleichungen (Funktion BuildGridEquations) (8)
Beschaffung von benétigten Parametern und Bezeichnern (8.1)
Aufstellen der rechten Seiten der Gittergleichungen (8.2)
-07?
Ja Parameter 7 =0 7 Nein
linke Seiten =0 (8.8) | linke Seiten siehe Abschnitt 4.4  (8.4)
Einfiigen der generierten Gleichungen ins Gleichungssystem (9)

Abb. 5.4: Struktogramm zur Gleichungs-Transformation, Monitor- und Gittergleichungs-
Generierung mit  Hilfe der  Funktionen TransformMovingDistributed,
BuildMonitorDefinition und BuildGridEquations.
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(4)

(4:1)

(4.2)

(4-3)

(5)

jedoch die Generierung eines Vektors diskreter Ortsstiitzstellen veranlasst, so
wie jede kontinuierlich verteilte Zustandsgrofie x(z,t) in einen Vektor zj(¢) an
diskreten Ortsstiitzstellen transformiert wird. Im Falle der Zentraldifferenz mit
Centraldiff->True wird der obige Term (5.1) ersetzt durch

D[ x[z,t],t 1 - (x[ppI+1][t]l-x[ppI-1][t]) (5.3)
/ (zGrid[ppI+1] [t]-zGrid [ppI-1][t])
*D[ zGrid[z,t],t ] .

Mittels der Funktion BuildMonitorDefinition wird die Berechnungsvorschrift
der zum jeweiligen Gitter gehérenden Monitorfunktion gebildet und den Hilfs-
variablen sowie der entsprechenden Liste von Modellgleichungen unter der Be-
zeichnung ppMGmonil[z,t] usw. angefiigt. Falls der Benutzer iiber die Regel
MonitorStates eine Liste von zu iiberwachenden Zustinden angegeben hat,
wird untersucht, ob diese sinnvoll definiert sind. Sinnvoll bedeutet, dass diese
Zustande im aktuellen Abschnitt mit verteilten Gleichungen iiberhaupt auftre-
ten und auch wirklich verteilte Zustinde représentieren. Bei Fehleingaben wird
eine Fehlermeldung ausgegeben und zu (4.2) verzweigt.

Sind die vom Benutzer vorgegebenen, zu iiberwachenden Zusténde sinnvoll de-
finiert, werden diese iibernommen.

Sind die vom Benutzer vorgegebenen, zu iiberwachenden Zustdnde nicht sinn-
voll definiert oder wurde keine Vorgabe gemacht, wird nach allen verteilten
Zustandsgrofen im aktuellen Gleichungsabschnitt gesucht (Funktion BuildMo-
nitorStates). Diese werden damit verwendet.

Anhand der zur Verfiigung stehenden Zusténde aus (4.1) bzw. (4.2) wird die Be-
rechnungsvorschrift fiir die Monitor-Funktion gebildet. Die tatséchlichen Rea-
lisierungen der Berechnungsvorschriften einschliefilich der Normierung sind in
Funktionen mit Namen BuildMonitor programmiert. Als Argumente werden
zuerst eine Zahl als Kennzeichnung des gewiinschten Monitors und ausserdem
eine Liste der zu iiberwachenden Zustinde iibergeben. Das Ergebnis ist die nicht
diskretisierte Berechnungsvorschrift. Fiir kiinftige Erweiterungen muss einfach
eine neue BuildMonitor-Funktion in fortlaufender Nummerierung erstellt wer-
den, welche in dhnlicher Weise wie die vorhandenen Funktionen eine Berech-
nungsvorschrift generiert. Um Benutzerfehler abzufangen, wurde zusétzlich eine
interne Variable mit Namen MGNumber0fMon erstellt, welche die hochste Num-
mer der verfiigharen Monitorrealisierungen enthélt. Bei MGNumberOfMon = 3
diirfen vom Benutzer also die Monitorrealisierungen 1 bis 3 verwendet werden.
Eine Fehleingabe bewirkt automatisch die Ausgabe einer Fehlermeldung so-
wie die Verwendung des Defaultmonitors. MGNumber0fMon hat in der aktuellen
Version den Wert 1.

Aus der Computation-Regel der Gitterdefinition werden zur Erzeugung der Git-
tergleichungen fiir die Randpunkte die zugeordneten Werte der Ortskoordinate
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berechnet, also zum Beispiel zy = 0 und zp = L. Das Verfahren ist so aus-
gelegt, dass der linke bzw. rechte Rand des Ortsbereichs als erster bzw. P-ter
Gitterpunkt festliegt.

(6) Mit dem Ergebnis aus (5) kénnen die beiden Gleichungen fiir die Randpunkte
generiert und in einen Gleichungsabschnitt geschrieben werden.

(7) Die Punktdichten n (¢) werden mit den Bezeichnern ppMGn1 [ppI] [t] usw. ver-
sehen und die Beziehungen entsprechend Gleichung (4.10) in denselben Glei-
chungsabschnitt wie unter Schritt (6) geschrieben.

(8) Mit der Funktion BuildGridEquations werden die eigentlichen Gleichungen
fiir die Gittersteuerung erzeugt.

(8.1) Zunéchst werden bendtigte Informationen wie die Parameter ¢ und 7 und die
Bezeichnungen der aktuellen Punktdichten, der Monitorfunktionen und Gitter-
Zustandsgrofien beschafft.

(8.2) Dann werden die rechten Seiten der Gittergleichungen entsprechend (4.18) bis
(4.20) generiert. Sie sind sowohl fiir 7 = 0 als auch fiir 7 > 0 identisch.

(8.8) Gilt T = 0, sind die linken Gleichungsseiten identisch Null.
(8.4) Gilt 7 > 0, werden die linken Seiten entsprechend (4.23) bis (4.25) gebildet.

(9) Nach Einfiigen der Gittergleichungen in den Gleichungsabschnitt aus Schritt
(6) wird die Prozedur TransformMovingDistributed abgeschlossen.

5.2.2 Anpassung des Finite-Differenzen-Verfahrens

Eine Kombination des Finite-Differenzen-Moduls FDMethod.m ist nach einigen weni-
gen Anderungen problemlos méglich.

Die PDgln. miissen dazu nach der Transformation weiterhin in nicht diskretisierter
(kontinuierlicher) Form vorliegen, wie dies durch (5.2) realisiert wird. Das Finite-
Differenzen-Verfahren kann dann wie gewohnt abgearbeitet werden, da es rein ma-
thematisch arbeitet und unempfindlich gegen physikalisch nicht sinnvolle Modell-
Formulierungen ist.

Anderungen betreffen die neue Zeitabhingigkeit der Abstinde von Gitterpunkten.
Diese sind jetzt nicht mehr konstant iiber die ganze Simulationszeit, sondern &ndern
sich laufend aufgrund der Verschiebung der Stiitzstellen nach der Beziehung

Azk(t) = Zk+1(t) — Zk(t) .

Deshalb werden sie als Hilfsvariablen eingefiihrt und bei jedem Zeitschritt neu berech-
net. Dabei musste ebenfalls die Behandlung von Hilfsvariablen auf nicht dquidistanten
Gittern vereinheitlicht werden, um die Wartbarkeit des Programmcodes zu erhéhen
und den Code zu verkiirzen.
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5.2.3 Anpassung des Finite-Volumen-Verfahrens

Die Anpassung des Finite-Volumen-Moduls FVMethod.m konnte nicht so einfach er-
folgen, da sich einige prinzipielle Hiirden ergaben.

Da das implementierte Moving-Grid-Verfahren mit zwei unbeweglichen Stiitzstellen
auf dem linken bzw. rechten Rand arbeitet, konnte eine unmittelbare Ubertragung
auf das Gitterverfahren ,, Volume Bounds“, welches ohne Stiitzstellen auf den Rindern
auskommt, nicht vorgenommen werden. Erste Ansidtze hatten zur Grundlage, dass
die Berechnung mittels bewegter Volumengrenzen durchgefiihrt wird und die Gitter-
punkte mittig dazwischen platziert werden. Das Moving-Grid-Verfahren ist aber in
der vorgestellten Form auf feste Gitterpunkte am Rand angewiesen, um keine unkon-
trollierbar bewegten Rédnder zu erzeugen. Da im Gitterverfahren ,,Volume Bounds“
aber keine Gitterpunkte am Rand vorliegen, miissten deren Werte auf den duflersten
Volumengrenzen extrapoliert werden (siehe Abbildung 3.3). Diese Vorgehensweise
wurde vorerst nicht umgesetzt und wird in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Eine Kombination mit dem Gitterverfahren ,Grid Points“ ist grundséatzlich moglich,
allerdings musste hier in der Behandlung der Randbedingungen eine gesonderte Be-
trachtung des Transformationsterms aus Gleichung (4.7) vorgenommen werden. Ist
beispielsweise das skalare Reaktions-Konvektions-Diffusions-System aus Kapitel 3.2
gegeben, lautet die integrierte PDgl. vor Einsetzen der Randbedingungen im Fall mit
bewegtem Gitter anstatt (3.17) jetzt
) + 8(.’171) .
Z1

Die FV versucht nun, alle auftretenden Terme z; und dz/9z|,, (aber nicht dz;/dt)
aus dieser Gleichung mittels der Randbedingung

dxy dzy, ox

9)
(zf'—zl)ﬁ—(wf'—a:l)%:—v(azf—wl)—i—D(& T

z?- (92

s,
0=—v(zy —x1)— D a—j

z1

zu eliminieren. Aufgrund des neu hinzugetretenen Transformationsterms (z; — ;) -
dzy/dt in der PDgl. wird der Eliminationsalgorithmus von MATHEMATICA in diesem
Beispiel wie in den meisten anderen Féllen keine korrekte Einbindung der Randbe-
dingung liefern. Deshalb wird im Falle des Auftretens dieses Transformationsterms
eine interne Substitution durchgefiihrt, welche diesen Term von der Elimination aus-
schliefit. Je nach Art der Profilannahmen wird dieser Term dann herausfallen oder
entsprechend weiterverarbeitet. Nach Einsetzen der Profilannahmen ergibt sich im
betrachteten Beispiel die Rand-Dgl. (3.18)

1 dz
§(z2 — zl)d—t1 =—v(2y —2.)+D

To — 1

(521

+ s(zq) .

Weitere Anpassungen waren auch hier wie bei der FD im Hinblick auf die neue
Zeitabhéngigkeit der Abstdnde von Gitterpunkten und Volumengrenzen notwendig,
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genauso wurde die Behandlung der Hilfsvariablen auf nicht dquidistanten Gittern
vereinheitlicht. Die Beziehungen fiir Abstdnde von Gitterpunkten

02 (t) = zr1(t) — zx(t) k=11)P -1
und Abstidnde von Kontrollvolumengrenzen

Azk(t) = 0.5(Zk+1(t) — Zkfl(t)) k= 2(1)P —1
AZl(t) = 05(22(t) - 21) y AZp(t) = 0.5(213 - Zp_l(t))

mussten wie bei der FD als zeitabhéngige Hilfsgroflen eingefiihrt werden.

5.2.4 Weitere Anderungen

Im Zuge der Vereinheitlichung der Behandlung der Hilfsvariablen wurde im Modul
MDDisc.m eine neue Hilfsliste mit Namen GeneratedAuxElementList geschaffen, wel-
che wihrend der gesamten Vorverarbeitung die Definitionen neu erzeugter Hilfsvaria-
blen sammelt, um sie nach erfolgter Diskretisierung in einen eigenen Gleichungsab-
schnitt zu schreiben. Dazu wurden im Modul DiscUtils.m drei neue Funktionen
geschrieben, ndmlich ProbablyAppendToAuxVarsList2, AddGeneratedAuxiliary-
Elements und TreatAuxiliaryVariables. Auflerdem wurde die neue globale Liste
TimeDependentListNew erzeugt.

Desweiteren wird an einigen Stellen abgefragt, ob ein bewegtes Gitter vorliegt und
demzufolge bestimmte Operationen getétigt oder unterlassen werden miissen, so bei-
spielsweise bei der Generierung der Gitter-Hilfsvariablen (Funktion BuildAuxVariab-
les) sowie beim Test auf dquidistantes Gitter (Funktion Destination) und bei der
Generierung der Prozessgrofien (Funktion TransformAndCompleteComponents).



Kapitel 6

Simulationsstudien

In den folgenden Abschnitten werden einige ortlich verteilte Modelle mit Hilfe des in
SYPPROT neu implementierten Moving-Grid-Verfahrens diskretisiert und anschlie-
end mit Diva simuliert. Dadurch sollen Kenntnisse iiber die Einsatzgrenzen der
Implementierung und iiber Einstellregeln fiir die Parameter «, 7 und P gesammelt
werden. Auflerdem werden die Ergebnisse jeweils mit Simulationsversuchen mittels
der schon vorhandenen Verfahren beziiglich Genauigkeit und Effizienz verglichen.

Die Simulationen der diskretisierten DA-Modelle wurden auf einer SUN-Ultra60-
Workstation mit der Simulationsumgebung DIVA vorgenommen. Das Integrations-
verfahren DASSL wurde mit einer absoluten und relativen Genauigkeit von 1078,
der Gleichungsléser NLEQ1S mit einer Genauigkeit von 107 betrieben (Standard-
einstellungen). Soweit nicht anders angegeben, wurde ein dquidistantes Anfangsgitter
verwendet, der Moving-Grid-Parameter der zeitlichen Gittergldttung 7 = 0 gewé&hlt
und der Monitor zur Uberwachung aller Zustinde eingesetzt.

Einige Bemerkungen zu den Grafiken, Tabellen und Bezeichnungen:

e Die Grafiken der Losungsverliufe mit bewegtem Gitter enthalten immer ein
Ortsprofil mit Kreisen. Diese geben die Lage der Stiitzstellen zum jeweiligen
Zeitpunkt an, um einen Eindruck von der Anpassung des Gitters zu vermitteln.

e Sind Einheiten nicht explizit angegeben, handelt es sich um normierte Grofien.

e Unter der Simulationszeit ist im Folgenden immer der Definitionsbereich der
Zeitvariablen ¢ im Modell gemeint, unter (CPU-)Rechenzeit wird die Dauer der
Prozessorbenutzung bei der tatsdchlichen Berechnung verstanden. Damit diese
Rechenzeiten fiir ein Modell vergleichbar sind, wurde mit identischen Simu-
lationsexperimenten, Ausgabezeiten und Prozessoren fiir festes bzw. bewegtes
Gitter gearbeitet.

52
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6.1 Transportmodell

Ein anspruchsvolles Problem fiir die numerische Integration stellen reine Transport-
modelle, also lineare hyperbolische PDgln. erster Ordnung, dar.

Gegeben sei ein normiertes Konvektionsmodell fiir die Konzentration ¢(z,t) eines
Stoffes mit den Gleichungen

dc B dc

= = L 1
5 vy t>0, 0<z< (6.1)

c(2,00=0 0<z<L, c(0,t) = h(t) t>0 (6.2)

und mit der konstanten Transportgeschwindigkeit v = 1.

Fiir dieses Modell ldsst sich nach Laplace-Transformation auf die Form

9C 05 =0, C0,5) =2
v

dz s
mit Laplace-Variable s die Lésung im Laplace-Bereich

1 s
C(z,8) = —e v*
s

beziehungsweise die Losung im Zeitbereich nach Riicktransformation leicht angeben:

c(z,t) = h(t — %) . (6.3)

Die analytische Losung besteht also aus einer Front mit unendlich grofler Steigung,
die mit der Geschwindigkeit v von links nach rechts durch die Anlage wandert. Ab
dem Zeitpunkt ¢ = z/v liegt ein konstantes Profil ¢(z,¢) = 1 vor.

Festes Gitter

Die iibliche Diskretisierungsmethode fiir Konvektionsterme ist eine stabile Upwind-
Approximation erster Ordnung. Dabei werden zur Berechnung der ersten Ortsablei-
tung an einem bestimmten Punkt dieser Punkt selbst und der benachbarte Punkt
entgegen der Stromungsrichtung verwendet. Liegt eine Strémung in Richtung der
positiven z-Achse vor, kommt also Gleichung (3.7) zum Einsatz. So werden zwar un-
erwiinschte Oszillationen im Ortsprofil vermieden, aber aufgrund der niedrigen Feh-
lerordnung fiithrt dieses Vorgehen zur sogenannten numerischen Dispersion, einem
starken Verschleifen der Front.

Dies sieht man deutlich in Abbildung 6.1 links. Hier wurde ein festes dquidistantes
Gitter mit P = 200 Punkten und der Upwind-Diskretisierung verwendet. Die CPU-
Rechenzeit lag bei 1.1 Sekunden. Man erkennt, dass die Front zwar im Rahmen der
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Zeichengenauigkeit fiir die Hohe ¢(z,t) = 0.5 an der richtigen Stelle liegt, durch die
numerische Dispersion ergeben sich aber stark verschliffene Fronten und das Resultat
ist insgesamt unbefriedigend. Als Referenz fiir die Losung mit Moving Grid wurde
deshalb eine Simulation mit 2000 Punkten durchgefiihrt, welche ein deutlich besseres
Ergebnis lieferte, allerdings mit einer CPU-Rechenzeit von 6.6 Sekunden. Fiir das
feste Gitter lag dabei die Integrator-Zeitschrittweite bei At ~ 10~* bis 7- 1073,

Konzentrationsverléaufe firt=0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 Konzentrationsverlaufe firt=0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9
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Abb. 6.1: Transportmodell, Ortsprofile der Konzentration fiir A&quidistantes Gitter mit P =
200 (links) bzw. P = 2000 (rechts).

Bewegtes Gitter

Wird anstatt des festen Gitters die Stiitzstellensteuerung zugeschaltet, konnen sehr
gute Losungsgenauigkeiten mit vergleichsweise geringem Rechenaufwand erreicht wer-
den. In Abbildung 6.2 sieht man das Ergebnis fiir P = 40 Stiitzstellen und einem Git-
terglattungsparameter von x = 3. Fiir kleinere Werte von « konnten keine Simulatio-
nen in D1vA durchgefiihrt werden, was auf Konvergenz-Probleme der Gleichungsloser
zuriickzufiihren ist. Die Genauigkeit der Losung ist vergleichbar mit derjenigen der
Losung auf dquidistantem Gitter mit P = 2000, sieche Abbildung 6.1 rechts. Fiir
t < 0.5 ist sie sogar deutlich besser, fiir £ > 0.7 leicht schlechter. Da die Rechenzeit
hier 1.3 Sekunden betrug, im Vergleich zu 6.6 Sekunden beim festen Gitter, ist bei
etwa gleicher Ergebnisqualitdt die bessere Effizienz des Verfahrens fiir dieses Modell
ersichtlich.

Abbildung 6.2 rechts zeigt die zeitliche Bewegung der Stiitzstellen. Man erkennt die
schnelle Verschiebung der Gitterpunkte zum linken Rand des Ortsbereiches, wo die
Front bei t = 0 durch einen Einheitssprung h(t) ausgelost wird. Mit fortschreitender
Zeit wandert die Mehrzahl der Gitterpunkte zusammen mit der Front nach rechts,
um sich dann bei t &~ 1 wieder zu verteilen.

Bei Erhohung der Stiitzstellenanzahl kann die Qualitdt der numerischen Losung stark
verbessert werden. Es muss aber festgestellt werden, dass die Wahl des Parameters
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Konzentrationsverlaufe fir t = 0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 Gittertrajektorien k=1(1)40
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Abb. 6.2: Transportmodell, links Ortsprofile der Konzentration fiir bewegtes Gitter mit
P = 40, k = 3, 7 = 0, rechts zugehorige Zeitverlaufe der Gittertrajektorien.

k in diesem Fall nicht von der Anzahl P der Stiitzstellen unabhéngig ist und hier
bei P = 80 Gitterpunkten auf k = 4.9 erhoht werden musste. Der Losungsverlauf in
Abbildung 6.3 wurde nach einer Rechenzeit von 2.2 Sekunden erreicht, was angesichts
der Verdopplung der Stiitzstellenzahl recht kurz ist. Dieses Ergebnis zeigt also die sehr
gute Leistungsfihigkeit des Verfahrens in Bezug auf Genauigkeit und Rechenzeit bei
diesem Modell. Dies wird durch die Integrator-Zeitschrittweite bestétigt, die sich von
At ~ 107% zum Start der Simulation schnell bei At ~ 2 - 1072 einpendelte. Es sei
betont, dass der minimale Gitterpunktabstand hier etwa % 1078 betrug, was einem
festen Gitter mit 6 Millionen dquidistanten Stiitzstellen entspricht. Im Mittel war der
Gitterpunktabstand an der Front bei etwa 2 - 10~*, was einem #quidistanten Gitter
mit 5000 Stiitzstellen entspricht.

Simulationsexperimente mit Zeitglittung 7 > 0 zeigen, dass der Parameter x damit
auf dem Standardwert 2 belassen werden kann, allerdings wird fiir dieses Modell dann
keine ausreichende Genauigkeit erzielt. Die Gitterpunkte miissen sich ndmlich schnell
zum linken Rand hin verschieben, was mit 7 > 0 aber verzogert wird. Die Folge ist
eine sehr starke numerische Dispersion, die aufgrund der kleinen Stiitzstellenanzahl
von P = 40 diejenige aus Abbildung 6.1 weit iibertrifft. Mit einem selbstgewahlten
nicht dquidistanten Anfangsgitter kann dieser Fehler wieder ausgeglichen werden. Die
Anfangslage der Gitterpunkte sollte dabei eine starke Konzentration am linken Rand
aufweisen.

Die Ergebnisse fiir dieses einfache Modell, das numerische Standard-Verfahren meist
vor grofle Probleme hinsichtlich einer ausreichenden Losungsgenauigkeit stellt, sind
mit bewegtem Gitter auflerordentlich gut und werden in Tabelle 6.1 nochmals zusam-
mengestellt.
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Konzentrationsverlaufe furt =0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9
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Abb. 6.8: Transportmodell, Ortsprofile der Konzentration fiir bewegtes Gitter mit P = 80,

k=4.9 7=0.

Diskreti- P | Aqui- |k | 1 | CPU | Bemerkungen
sierung distant /sec.
FD, U 200 X 1.1 | starke num. Dispersion
FD, U 1000 X 2.0 | num. Dispersion
FD, U 2000 X 6.6 | geringe num. Dispersion
FD, U 4000 X 17.3 | geringe num. Dispersion
FD, U 40 3 0 1.3 | geringe num. Dispersion
FD, U 80 4910 2.2 | kaum num. Dispersion

Tab. 6.1: Ubersicht zu Simulationsexperimenten mit dem Transportmodell (6.1) - (6.2).
Abkiirzung in der ersten Spalte: U - Upwind.

6.2 Dwyer-Sanders-Flammenmodell

Das Flammenausbreitungsmodell von Dwyer und Sanders umfasst ein normiertes,
zweidimensionales, verkoppeltes Reaktions-Diffusions-System mit PDgln. fiir die Tem-
peratur T'(z,¢) und den Massenanteil g(z,t)

oT 0*T

E = W—i—g-3.52-106-e_4/T

) o2

a—i - 8_3_9.3.52.106.54” 0<z<1, 0<t<0.006 (6.4)
z

mit den Randbedingungen

O 00y =290 =91 4=
E(O’t)_ 8t(0’t)_ 8t(1’t)_0 t>0
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T(1,t) =0.2+41¢/0.0002, 0 <t <0.0002 (6.5)
T(1,t)=1.2, t > 0.0002 '
und den Anfangsbedingungen
T(2,0)=0.2, g(20) =1 0<z<1. (6.6)

Die Randbedingung fiir 7' am rechten Rand stellt eine Warmequelle dar. Wenn T
seinen maximalen Wert 1.2 erreicht, wird eine steile Front ausgelost, welche mit in
etwa konstanter Geschwindigkeit von rechts nach links wandert.

Festes Gitter

Als Referenzlosung wurde das Modell mit einem festen dquidistanten Gitter und
Finiten Differenzen simuliert. Bei der Verwendung von 400 oder mehr Stiitzstellen
kann keine signifikante Verdnderung des Losungsverlaufs mehr festgestellt werden.
Abbildung 6.4 zeigt die Ortsprofile der Temperatur zu verschiedenen Zeitpunkten.
Die CPU-Rechenzeit fiir dieses Experiment betrug 6.1 Sekunden, die Zeitschrittweiten
des Integrators lagen in der Gréflenordnung von 1076,

Temperaturverldufe firr ¥10°= 0.5, 1, 2, 3,4, 5, 6
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Abb. 6.4: Flammenmodell, Ortsprofile der Temperatur fiir dquidistantes Gitter mit
P = 400.

Bewegtes Gitter mit Finiten Differenzen

Das Moving-Grid-Verfahren wird mit P = 40 Gitterpunkten, den Standardeinstel-
lungen und FD mit Zentraldifferenz des Transformationsterms nach Gleichung (3.6)
zugeschaltet. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 links dargestellt und weist im Rah-
men der Zeichengenauigkeit keine Unterschiede zur Referenzlésung aus Abbildung 6.4
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auf. Die CPU-Rechenzeit betrug 1.2 Sekunden, stellt also eine deutliche Effizienzstei-
gerung bei etwa gleicher Genauigkeit dar. Vor allem die deutlich héhere Integrator-
Zeitschrittweite von At ~ 10~% kann zur Erklirung herangezogen werden. Die zu
dieser Simulation gehorenden Trajektorien der Gitterpunkte sind in Abbildung 6.6
links dargestellt.

Temperaturverlaufe fir 1103 = 05,1,2,3,4,5,6 Temperaturverlaufe fur t = 6102
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Abb. 6.5: Flammenmodell, Ortsprofile der Temperatur fiir bewegtes Gitter mit P = 40,
k = 2, 7 = 0. Links Diskretisierung der ersten Ortsableitung im Transformationsterm
mit Zentraldifferenz nach (4.26), rechts mittels Downwind (4.27) (-.-), Upwind (4.28)
(- -) und Zentraldifferenz mit Lagrange-Polynomen (3.13) (—).
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Abb. 6.6: Flammenmodell, Zeitverlaufe der Gitterpunkte fir P = 40, k = 2 und 7 = 0
(links) bzw. 7 = 0.0003 (rechts).

Als Vergleich dazu zeigt Abbildung 6.6 rechts die Gitterbewegung fiir 7 = 3 - 10*
und ansonsten unverdnderten Parametern. Die Stiitzstellen verschieben sich weni-
ger schnell, was einen deutlich gleichméafligeren Verlauf der Trajektorien ergibt. Die
Lésungsgenauigkeit wurde dadurch nicht verringert, die CPU-Rechenzeit erhéhte sich
leicht auf 1.5 Sekunden. Ebensowenig hatte die exakte Wahl von 7 einen wesentli-
chen Einfluss auf die Losung, solange die GréSenordnung 10~* in etwa eingehalten
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wurde. Zu diesem sinnvollen Wert fiir 7 kommt man, indem man von der Simula-
tionszeit 0.006 ausgeht und diesen Wert um etwa eine oder zwei Zehnerpotenzen
verkleinert. Noch kleinere Werte sind etwa dquivalent zu 7 = 0, da diese dann unter
der Integrator-Zeitschrittweite liegen.

Allerdings ist dieses Modell sehr empfindlich im Bezug auf die Diskretisierung des
Transformationsterms. Abbildung 6.5 rechts zeigt das Ortsprofil der Temperatur zur
Zeit t = 0.006 mit den Diskretisierungen Upwind, Downwind und Zentraldifferenz, je-
weils aus Lagrange-Polynomen. Im Vergleich zu den Referenzlésungen ist die Upwind-
Front stark zuriickhdngend, die Front aus der Zentraldifferenz leicht zuriickhdngend,
und die Downwind-Front stark voreilend. Eine Erklarung fiir dieses Ergebnis ldsst sich
aus Abbildung 6.7 ablesen. Hier sind die partiellen Ortsableitungen fiir drei verschie-
dene Diskretisierungen dargestellt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0.001 sind sie an der selben
Stelle z ~ 0.85, allerdings weist die Upwind-Diskretisierung den gréfiten Wert, die
Downwind-Diskretisierung den kleinsten Wert auf, und die Zentraldifferenz liegt da-
zwischen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0.004 sind die Peaks der Ortsableitung schon eindeutig
ortlich trennbar, da die Fronten mit unterschiedlichen Diskretisierungen auch ver-
schieden schnell gewandert sind. Die Gréflenverhéltnisse sind immer noch die selben,
d.h.

Oz Oz Oz
< <

0z k,Downwind 0z k,Zentraldif f. 0z k,Upwind

(6.7)

Partielle Ortsableitung der Temperatur fir t = 0.001, 0.004

70~ : . 4

t=0.004 | t=0.001,

60 -

o
=]
T

B
o
T

Ortsableitung dT/dz
8
T

N
=]
T

10

Abb. 6.7: Ortsableitungen 07'/0z firr das Flammenmodell (6.4) - (6.6) bei bewegten Gitter
fiir die Diskretisierungen Downwind (4.27) (-.-), Upwind (4.28) (- -) und Zentraldiffe-
renz nach (4.26) (—).

Dies hat Auswirkungen auf die fiir mitbewegte Gitterpunkte transformierten PDgln.
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der Form (4.7)

0’z

Y
25 (1) 0z

dr, O

dt 0z

dzy, ~ ox
.E_f<xk,& Zm),t) , k=21)P—-1.

21, (t)

Bleibt der Diskretisierungsfehler der ersten Ortsableitung im Term 0z /02|, ) - dzi/dt
geniigend klein, wird die Bewegung der Gitterpunkte und der Front korrekt berechnet.
Treten hier aber grofie Fehler auf, werden die Gitterpunkte und damit die Front zu
schnell oder zu langsam bewegt. Diese erste Ortsableitung kann deshalb als Gewich-
tung der Dynamik zwischen dxy/dt und dz;/dt interpretiert werden: ein zu kleiner
Wert von 0z/0z|,, () bedingt zu groBe Werte von dz;/dt und damit eine zu grofie
Frontgeschwindigkeit. Entsprechend haben zu grofie Werte von dx/0z|,, 1) zu kleine
Frontgeschwindigkeiten zur Folge.

Weitere Simulationsexperimente mit hoherer Anzahl der Stiitzpunkte oder anderen
Werten fiir k oder 7 ergaben keine prinzipiellen Verdnderungen oder Verbesserungen
der Genauigkeit. Fiir dieses Modell ist also eine Diskretisierung mit Zentraldifferenz
ohne Lagrange-Polynome wie in Gleichung (3.6) angebracht, da die Approximationen
mit Lagrange-Polynomen unzureichende Ergebnisse liefern. Auflerdem ist die Wahl
der Verfahrensparameter x und 7 nicht entscheidend und kann bei den Standardein-
stellungen belassen werden.

Bewegtes Gitter mit Finiten Volumen

Wie in [22] gezeigt wurde, konnen Stiitzstellenanzahl abhéngige Frontverschiebungen
in FD-diskretisierten Simulationsergebnissen vorkommen. Dies ist bei der FV (nor-
malerweise) nicht der Fall. Deshalb wurden weitere Simulationsexperimente mit der
FV vorgenommen. Da die Dirichlet-Randbedingung der Temperatur-PDgl. am rech-
ten Rand den Wert der Temperatur explizit vorgibt, ist sie im Kontext der F'V nicht
passend, das heifit physikalisch nicht sinnvoll formuliert. Diese Randgleichung muss
deshalb von Hand eingefiigt werden. Nach dieser Korrektur konnen die Simulationen
mit den Standardparametern x = 2 und 7 = 0 erfolgen, als Diskretisierungen wer-
den ,downwind“ fiir erste und , piecewise linear” fiir zweite Ortsableitungen gewahlt.
Die Wahl ,downwind“ entspricht in diesem Modell einer Upwind-Diskretisierung,
da die Stromungsrichtung entgegen der positiven z-Achse verlauft. Die Anzahl der
Gitterpunkte wird zuerst zu P = 40 gesetzt, wodurch sich das Ergebnis in Abbil-
dung 6.8 links ergibt. Die CPU-Rechenzeit betrdgt 1.1 Sekunden, die Integrator-
Zeitschrittweite liegt bei At ~ 7-107°. Man sieht im Vergleich zu Abbildung 6.4, dass
die Fronten einerseits zu weit zuriickliegen. Auflerdem sind Ansétze von Oszillatio-
nen im Ortsprofil zu erkennen. Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, da bei Anwendung
der FD mit der gleichen Stiitzpunktanzahl offensichtlich keine numerisch bedingten
Ostzillationen auftreten.

Diese Instabilititen kommen aber nicht aus einer falschen Diskretisierungsmethode,
sondern beruhen auf einer zu geringen Anzahl von Gitterpunkten. Dies zeigt sich bei
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einer Erhohung der Stiitzstellenzahl auf P = 60 bzw. P = 80. Dadurch verschwinden
zum einen die Oszillationen, zum anderen nihert sich die Front ihrer korrekten Lage
an. Das Resultat fiir P = 80 in Abbildung 6.8 rechts erhédlt man nach einer Rechen-
zeit von 1.7 Sekunden. Es zeigt keine Abweichungen zu den Referenz-Lésungen aus
den Abbildungen 6.4 und 6.5. Bemerkenswert sind noch die zwei Tatsachen, dass ei-
ne Verdopplung der Stiitzstellenanzahl einerseits eine Erh6hung der Rechenzeit nur
um die Héilfte bedingt und andererseits im Gegensatz zum Transportmodell keine
Erhohung der k-Werte erfordert.

Insgesamt ist klar ersichtlich, das mit dem Moving-Grid-Verfahren eine genaue und
doch effizientere Losung als auf dem festen Gitter gefunden werden kann. Die wich-
tigsten Simulationsergebnisse werden nochmals in Tabelle 6.2 zusammengefasst.

Temperaturverlaufe fir y10° = 05,1,2,3,4,5,6 Temperaturverlaufe fur ¥107° = 05,1,2,3,4,5,6
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Abb. 6.8: Flammenmodell, Ortsprofile der Temperatur fiir bewegtes Gitter mit FV, x = 2,
7 =0 und P = 40 (links) bzw. P = 80 (rechts).

Diskreti- | P | aqui- |k | T CPU | Bemerkungen
sierung distant /sec.
FD 200 X 3.6 | kaum Nacheilen der Front
FD 400 X 6.1
FD, U 40 210 1.2 | starkes Nacheilen der Front
FD, D 40 210 1.3 | starkes Voreilen der Front
FD, ZL 40 210 1.4 | geringes Nacheilen der Front
FD, ZL 80 210 2.3 | geringes Nacheilen der Front
FD, ZL 40 2|10 1.5 | geringes Nacheilen der Front
FD, Z 40 210 1.2
FD, Z 40 213-107* 1.5
FV, U 40 210 1.1 | numerische Oszillationen
FV, U 80 210 1.7

Tab. 6.2: Ubersicht zu Simulationen mit dem Flammenmodell (6.4) - (6.6). Abkiirzungen
bedeuten: Z - Zentraldifferenz, ZL - Zentraldiff. mit Lagrange-Polynomen, U - Upwind,
D- Downwind, jeweils fiir erste Ortsableitung im Transformationsterm.
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6.3 Gegenstrom-Adsorber

Der Gegenstrom-Adsorber (GSA) [6] besteht aus einer mobilen ersten Phase (') und
einer zweiten Phase (). Wenn Phase () unbewegt ist, liegt ein Festbettprozess vor,
stromt sie der ersten Phase entgegen, handelt es sich um einen Gegenstromprozess.
Dem hier untersuchten Modell (Schema siehe Abbildung 6.9) liegen einige vereinfa-
chende Annahmen zugrunde: es liegen isotherme Bedingungen vor und axiale Disper-
sion sowie der Stoffaustauschwiderstand der Phase (") werden vernachléssigt. Es wird
ein bindres Gemisch aus einer Komponente mit Molenbruch z(z,¢) und einem inerten
Trager mit Molenbruch y(z,t) betrachtet.

L2y J,;u , p
2B el ey
1"
< (//) Y, n" l ‘yzu’ JZ“

0 _— L

Abb. 6.9: Schema des Gegenstrom-Adsorbers

Die Modellgleichungen ergeben sich zu
Ox ox

Jdy 10y .
2 =_Z 1 .
gy u8z+](x’y) t>0, 0<z< (6.8)

mit den Rand- und Anfangsbedingungen

x(oat) = xzu(t) ) y(lvt) = yzu(t) t>0

z(2,0) = zo(2) , y(z,0) =yo(2) 0<z<1. (6.9)

Die Ortskoordinate z und die Zeitvariable ¢ wurden durch folgende Normierungen
dimensionslos gemacht:

z ; tJ.,

z2=— ==

L’ Ln'
Die noch auftretenden Abkiirzungen sind das Verhéltnis der Stoffmengen v, das
Verhéltnis der molaren konvektiven Stréme p sowie der Austauschstrom j und wer-
den mit der Gleichgewichtskonstanten o und dem Masseniibertragungskoeffizienten
B wie folgt definiert :

. YRy ) (L A—
V= ) /'L_J!ua ]xvy_ 1+(0z—1)1’ y .
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Dieses Modell soll mit der Finite-Volumen-Methode diskretisiert werden, um die
Kombination mit dem Moving-Grid-Verfahren zu iiberpriifen. In [22] wird aufge-
zeigt, dass die FD demgegeniiber einen lokalen Fehler durch die algebraischen Glei-
chungen der Randbedingungen zur Folge hat. Durch diese algebraischen Gleichungen
besitzt der Ortsbereich zwischen dem Rand und der benachbarten Stiitzstelle keine
Speicherfiahigkeit, wohingegen bei der FV auch am Rand Differentialgleichungen und
damit Speicherterme vorliegen.

Der GSA wird mit der Vereinfachung 1/u = 0, den Eingangsgrofien x,,(¢) = 0.6 und
Y.u = 0 sowie den Anfangsbedingungen x¢(z) = yo(z) = 0 betrieben. Dadurch liegt
ein Festbettprozess mit unbewegter Komponente y vor.

Festes Gitter

Die Simulation fiir das feste dquidistante Gitter mit P = 200 Punkten fiihrt auf
das Ergebnis in Abbildung 6.10 links. Als Referenzlésung dienen die Ortsprofile aus
Abbildung 6.10 rechts mit P = 1000 Punkten und deutlich geringerer numerischer
Dispersion. Man erkennt die Dominanz der Konvektionsterme, wobei die Abweichung
von einer idealen Schockfront aus dem nichtlinearen Austauschterm j(z,y) kommt.
Die CPU-Rechenzeit betrug 1.7 Sekunden fiir P = 200 bzw. 10.0 Sekunden fiir P =
1000, wobei die Integrator-Zeitschrittweite in der Gréflenordnung At ~ 1073 bis 1072
lag. Bei Erhohung der Anzahl der Gitterpunkte wird zwar die Genauigkeit verbessert,
die Rechenzeit steigt aber stark an.

Ortsprofile Molenbruch x fir t = 0(0.4)2.4 Ortsprofile Molenbruch x fur t = 0(0.4)2.4
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Abb. 6.10: Gegenstrom-Adsorber, Ortsprofile des Molenbruchs z fiir d4quidistantes Gitter.
Links P = 200, rechts P = 1000.

Bewegtes Gitter

Bei Anwendung des bewegten Gitters wird aufgrund der Konvektionsdominanz der
Wert x = 3 fiir ein Ortsgitter von P = 40 Punkten gewdhlt. Dabei werden vorerst
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beide Zustande, z(z,t) und y(z,t), von der Monitorfunktion iiberwacht. Die Simu-
lationsergebnisse sind Abbildung 6.11 links zu entnehmen und weisen leichte Abwei-
chungen zum Resultat mit festem Gitter auf. Allerdings bildet sich im Ortsprofil bei
t = 2.4 eine Instabilitdt aus, die fiir hohere Zeiten noch anwéachst. Die Rechenzeit
betrug in diesem Fall 1.2 Sekunden, die Zeitschrittweite war dementsprechend hoher
als im Fall mit festem Gitter und lag bei At ~ 0.03.

Eine Erhohung der Stiitzstellenanzahl bis P = 80 brachte keine sichtbaren Verédnde-
rungen des Losungsverlaufs. Um diese Simulationen durchfiihren zu kénnen, miissen
die k-Werte tiberméflig erh6ht werden, damit Konvergenzprobleme vermieden wer-
den. So erforderten 60 Gitterpunkte x = 6, fiir 80 Gitterpunkte war sogar x = 11
Voraussetzung fiir eine Losung. Der Vorteil, der durch die hohe Zahl der verwendeten
Stiitzpunkte erreicht wiirde, wird durch diese k-Werte wieder zunichte gemacht, da
dadurch die Gitterbewegung stark eingeschriankt ist.

Ortsprofile Molenbruch x fiir t = 0(0.4)2.4 Ortsprofile Molenbruch x fiir t = 0(0.4)2.4
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Abb. 6.11: Gegenstrom-Adsorber, Ortsprofile des Molenbruchs z fiir bewegtes Gitter. Links
P =40, k =3, 7 =0, rechts P = 80, k = 1, 7 = 0.1; jeweils Uberwachung von x und
y.

Die Resultate verbessern sich betrédchtlich, wenn die Zeitglittung mit 7 = 0.1 aktiviert
wird oder wenn nur der Zustand z iiberwacht wird. Wie in den Abbildungen 6.11
rechts und 6.12 links zu sehen ist, treten keine Oszillationen im Ortsprofil mehr
auf, die Frontverldufe werden steiler und die Kriimmungen ndhern sich denen aus
Abbildung 6.10 an. Dabei betragen die CPU-Rechenzeiten etwa ein Viertel bis ein
Drittel verglichen mit dem festen Gitter.

Vergleichende Simulationsexperimente mit der FD brachten dhnliche Ergebnisse hin-
sichtlich Stabilitdt und Rechenzeit, die allerdings beziiglich der Lésungsgenauigkeit
meist leicht schlechter ausfielen.

Dieses Modell bereitet dem Moving-Grid-Verfahren in den Standardeinstellungen und
mit einer geringen Anzahl von Stiitzstellen also betrichtliche Schwierigkeiten, wie aus
der Zusammenfassung in Tabelle 6.3 zu sehen ist. Es kénnen aber auch hier leicht
Parameterwerte gefunden werden, welche eine genaue Losung zum Resultat haben,
obwohl eine deutlich schnellere Berechnung als auf dem festen Gitter erfolgt.
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Ortsprofile Molenbruch x fiir t = 0(0.4)2.4 Gittertrajektorien k=1(1)40
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Abb. 6.12: Gegenstrom-Adsorber, links Ortsprofile des Molenbruchs z fiir bewegtes Gitter
mit P =120, k = 1, 7 = 0.1, Uberwachung von x. Rechts zugehorige Gittertrajektori-

en.
Diskreti- P |aqui- | kK | T iiber- | CPU | Bemerkungen
sierung dist. wachte | /sec.
Zust.

FV 200 X 1.7 | leichte num. Dispersion

FV 1000 X 10.0

FV 40 310 x, Y 1.1 | num. Oszillationen

FV 80 1110 x, Y 1.7 | num. Oszillationen

FV 40 11 0.001 x, Y 1.5 | num. Oszillationen

FV 40 1101 x, Y 1.3 | leichte num. Dispersion

FV 80 1101 x,y 2.3

FV 40 310 x 1.1 | leichte num. Dispersion

FV 80 16 |0 x 1.5 | leichte num. Dispersion

FV 80 11]0.1 x 2.0

FV 120 101 x 3.4

Tab. 6.3: Ubersicht zu Simulationsexperimenten mit dem Gegenstrom-Adsorber.
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Abb. 6.13: Schema des Zirkulations-Festbett-Reaktors [16].

6.4 Zirkulations-Festbett-Reaktor

Um das Moving-Grid-Verfahren fiir ein komplexe reale Anlage anzuwenden und zu
untersuchen, wurde das Modell eines Zirkulations-Festbett-Reaktors (ZFBR) aus-
gewihlt. Eine schematische Ubersicht der Anlage gibt Abbildung 6.13. Es handelt
sich um einen Rohrreaktor mit Katalysatorschiittung, der von einem Gasgemisch mit
zwei Komponenten durchstromt wird. Das Gemisch wird zuerst das Innenrohr durch-
queren, bevor es tiber eine Schleife in das Auflenrohr geleitet wird, wo ein Warmeaus-
tausch mit dem Innenrohr stattfindet. Danach verlasst das Gemisch die Anlage. Am
Eingang in den Reaktor kann dem Gasgemisch durch eine Heizung Wérme zugefiihrt
werden und damit eine bestimmte Eingangstemperatur eingestellt werden.

Jeder der drei Ortsbereiche Innenrohr, Schleife und Auflenrohr wird durch eine dy-
namische PDgl. fiir die Energiebilanz und zwei PDgln. fiir die Materialbilanzen mit
Quasistationaritdts-Annahmen beschrieben. Neben den Randbedingungen am Ein-
gang und Ausgang des Reaktors miissen Innenrandbedingungen an den Ubergingen
der drei Ortsbereiche formuliert werden. Dadurch liegen sowohl sequentiell als auch
parallel verschaltete Ortsbereiche vor. Die Rohre haben die Lange Lgon, = 0.45 m,
die Schleife hat die Ldnge Lgcpteife = 0.584 m. Um eine sequentielle Darstellung
der drei Bereiche zu erreichen, wird eine Ortskoordinate z eingefiihrt, die am Ein-
gang mit z = 0 festgelegt wird, und iiber alle drei Ortsbereiche zum Ausgang
verlauft. Am Ubergang von Innenrohr zur Schleife ist also z = Lgon,, am Uber-
gang von Schleife zu Auenrohr 2 = Lgon, + Lgchieife = 1.034 m und am Ausgang
2 =2Lgonr + LSchlez‘fe =L =1.484 m.

Die Modellgleichungen haben fiir jeden der drei Ortsbereiche j € {I —Innenrohr, S —
Schleife, A—Auflenrohr} die gleiche Struktur und lauten fiir die Temperaturen 77 (z, t)
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und die Molenbriiche x{'g(z, t)

T’ 97! 9TV .. 2 o
(pep)s = = = (pep)gv’ 5~ + A + QL+ ) (—Ahg)ri(al, V) t>0
i=1
dzl M .
0= 020 290 Ti) =12, t>0.
0z Pg

Die Ausdriicke fiir die Warmestrome QI _(z,t), die Geschwindigkeit v/ und die Reak-
tionsrate r;(z],T7) konnen aus [16] entnommen werden. Mit den Randbedingungen

am Eingang und Ausgang

()t (Tlt) = "0, + A2 (0,) =0 ayialt) —21(0,6) = 0

oTA
—(L.t) =0 t>0
82'(’) =0

den Innenrandbedingungen fiir z = Lgop,

oT! oTs
(pep)gv' T — /\E = (pcy)v°T* — )\W , T'=T7%, 2l =2} t>0

(analog fiir z = Lgonr + Lschieife) sowie den Anfangsbedingungen
T(2,0) =T(2), #(2,0) = zlo(2)

wird das Modell komplettiert.

Simulationsexperiment I

Die diskretisierten Gleichungen werden auf einem Ortsgitter von 40 Punkten fiir das
Innen- und Auflenrohr und auf einem Ortsgitter mit 50 Punkten fiir die Schleife
aufgestellt. Die Zustandsgrofien des Auflenrohrs sind dabei ebenfalls auf dem Gitter
des Innenrohrs definiert, so dass also kein eigenes Gitter fiir das Auflenrohr benutzt
wird. Die Parameter des Moving-Grid-Verfahrens werden fiir das Rohrgitter auf x; =
6 und 71 = 0 sowie fiir das Schleifengitter auf k3 = 5 und 7 = 0 eingestellt, was
sich aus verschiedenen Versuchen als zweckmé&fig ergeben hat. Die Parameter & o
liegen so hoch, weil Spriinge der Eingangsgréfien auftreten. Auflerdem wurden die
Monitorfunktionen auf die Uberwachung der Temperatur im Innenrohr bzw. in der

Schleife eingeschrankt. Dabei wurden die Temperaturen auf den Wert X; = X,
1000 K sowie die Werte der bewegten Ortskoordinaten auf L; = 0.45 m bzw. L,
0.584 m normiert.
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Nach Aufheizen des Reaktors auf ein bestimmtes Anfangsprofil mit den Eingangs-
grofien

T,. = 500.0 K
21 .4 = 0.0046 (6.10)
324 = 0.0092

wird die Eingangs-Temperatur schrittweise auf den Wert
T,,=275.0K (6.11)

verringert, und zwar iiber eine Simulationszeit von 60 Sekunden. Die Molenbriiche im
Zufluss bleiben gleich. Danach wird bis ¢ = 10000 Sekunden simuliert. Dabei bilden
sich besonders in der Schleife zyklische Wellen mit ansteigenden und absinkenden
Temperaturfronten. Die Konzentrationen gehen innerhalb der Schleife schnell auf 0
zuriick.

In Abbildung 6.14 sind einige Ortsprofile der Temperatur 7" und des Molenbruchs z,
mit wandernden Fronten dargestellt. In allen Simulationsergebnissen sind im Ortspro-
fil gepunktete Trennlinien eingezeichnet, welche die drei Ortsbereiche trennen. Links
oben sieht man, wie sich aus einem in der Schleife in etwa konstanten Profil durch
Temperaturerhohung eine Front ausbildet. Rechts oben ist dargestellt, wie diese Front
dann nach rechts wandert und dadurch wieder ein konstantes Profil in der Schleife
hinterlasst. In den beiden unteren Darstellungen erkennt man, dass die Konzentration
von Komponente 2 ebenfalls eine Front ausbildet und dabei an denjenigen Orten stark
abnimmt, wo ein starker Anstieg der Temperatur vorliegt. Dieser Vorgang, ndmlich
die Reaktion bis zu einem anndhernd konstanten Verlauf und anschliefende Bildung
einer neuen Temperaturfront, tritt im ZFBR zyklisch.

Besonders deutlich kann man die Fronten und zyklischen Wellen aus dem Zeitverlauf
der einzelnen Gitterpunkte in Abbildung 6.15 ablesen. Die Regionen mit gréflerer
Schwirzung kennzeichnen eng beieinanderliegende Gitterpunkte und damit die Lage
der Fronten. In der Schleife zwischen z = 0.45 m und z = 1.034 m sieht man die
sich wiederholende Bewegung der Gitterpunkte. Die Zykluszeit ldsst sich an der Z-
formigen Struktur leicht zu ¢z ~ 2300 Sekunden ablesen.

Als Vergleich wurde eine Simulation mit festem &quidistanten Gitter mit 213 Stiitz-
stellen fiir das Innen- und Auflenrohr und 232 Stiitzstellen fiir die Schleife herangezo-
gen. Bis zum Zeitpunkt ¢ ~ 2200 Sekunden stimmen die Ergebnisse sehr gut iiberein,
danach ergeben sich zum Teil starke Abweichungen in der Lage der Fronten, wobei
das qualitative Verhalten und die Zykluszeit aber iibereinstimmen.

Die Resultate fiir das bewegte Gitter wurden nach einer Rechenzeit von 42.2 Sekunden
erhalten, fiir das feste Gitter dauerte die Berechnung 105 Sekunden, also etwa die 2.5-
fache Zeitspanne.
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Temperaturverléaufe fir t/sec. = 5300, 5450, 5600, 5750 Temperaturverlaufe fir t/sec. = 5800, 6000, 6500, 7000
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Abb. 6.14: Zirkulations-Festbett-Reaktor, Ortsprofile der Temperatur und des Molenbruchs
nach Experiment I mit P; = 40, k1 = 6, 7y = 0 fiir das bewegte Rohrgitter und P, = 50,
k2 =5, 79 = 0 fiir das bewegte Schleifengitter.
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Abb. 6.15: Zirkulations-Festbett-Reaktor, Gittertrajektorien fiir Experiment I. Horizontale
Linien kennzeichnen die Zeitpunkte aus Abb. 6.14.
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Simulationsexperiment II

Ausgehend vom oben erwidhnten Anfangsprofil werden die Eingangsgrofien (6.10) bei-
behalten und die stationdre Losung berechnet, indem bis zur Zeit ¢ = 50000 Sekunden
simuliert wird. Abbildung 6.16 zeigt die Resultate fiir das feste Gitter mit 213 bzw.
232 Punkten fiir das Rohr bzw. die Schleife und fiir das bewegte Gitter mit 40 bzw.
50 Punkten. Allerdings muss ein qualitativer Unterschied festgestellt werden, da das
stationire Profil fiir das bewegte Gitter merklich héher liegt als das Profil fiir das
feste Gitter. Dies wird auch an den Ausgangstemperaturen bei z = L = 1.484 m
von 908.5 K bzw. 900.4 K deutlich. Hier kann ein relativer Fehler von 1% festgestellt
werden. Wird mit verdnderten Parametern von k35 = 1 und 73 2 = 0.1 gerechnet, ist

die Ausgangstemperatur sogar bei 918.8 K.
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Abb. 6.16: Zirkulations-Festbett-Reaktor, stationidres Ortsprofil der Temperatur fiir Ein-
gangsgrofen (6.10); festes Gitter (—), bewegtes Gitter (- -)

Eine mogliche Erklarung fiir diese Abweichungen ist in der FD begriindet. Die in die-
sem Modell vorkommenden Randbedingungen mit Ortsableitungen erster Ordnung
werden durch die Approximation in algebraische Gleichungen umgeformt, beispiels-

weise
oTA TA —TA
——(L,t)=0 = P TPl .
0z Zp — Zp_1

Ahnliches geschieht an allen Rindern der Ortsbereiche, wo eine Ortsableitung er-
ster Ordnung auftritt. Dadurch entsteht iiber die algebraische Gleichung ein direkter
Durchgriff vom Randwert z; bzw. zp ins Innere des Ortsbereichs, obwohl physikalisch
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eine dynamische Gleichung mit Speicherterm, also eine Dgl., wirken miisste. Liegt nun
ein festes dquidistantes Gitter mit geniigender Anzahl an Stiitzstellen vor, ist dieser
Fehler immer gleich grofl und verringert sich mit steigender Anzahl der Gitterpunkte.
Wird aber ein bewegtes Gitter benutzt, kann dieser Fehler durch die Verschiebung
der Stiitzstellen einmal sehr klein sein (z.B. in Abbildung 6.15 im Bereich ¢ ~ 0 und
z &~ 0), in anderen Regionen aber auch sehr grofl werden (z.B. in Abbildung 6.15 im
Bereich ¢ &~ 5000 sec. und z &~ 0.45 m). Es treten also zusétzliche Fehler auf, die um
so gravierender sind, je stirker Gitterpunkte vom Rand entfernt sind.

Eine mogliche Abhilfe wire das ,,Festklemmen“ von zwei oder mehr Stiitzpunkten am
Rand mit sehr kleinen Abstanden zu z; bzw. zp, um den Durchgriff ohne Speicherterm
ins Innere des Ortsbereiches so klein wie moglich zu halten. Eine Diskretisierung des
ZFBR mit Finiten Volumen konnte diese Fehlerquellen ebenfalls ausschliefen. Eine
Verkopplung sequentiell angrenzender Ortsbereiche mit Hilfe von Innenrandbedin-
gungen ist aber derzeit mit dem symbolischen Vorverarbeitungswerkzeug fiir Finite
Volumen noch nicht méglich.

6.5 Einstellregeln und Benutzungshinweise

Um die Erkenntnisse und Erfahrungen aus den verschiedenen Simulationsstudien zu-
sammenzufassen, werden in den folgenden Abschnitten einige Faustregeln und Hin-
weise zur Handhabung des Moving-Grid-Verfahrens zusammengestellt. Zum Teil wi-
dersprechen sich einzelne Anforderungen an die Verfahrens-Parameter. Dafiir miissen
eventuell fallabhdngige Kompromisse geschlossen werden.

Ortliche Gitterglittung «

Der Parameter « der oOrtlichen Gitterglattung bewirkt eine lokale Begrenzung der
Abstidnde von Gitterpunkten. Die Intervalle zwischen Stiitzstellen werden also nicht
beliebig vergrofiert oder verkleinert, sondern unterliegen der Beschrankung (4.21).

Die Standardeinstellung von « = 2 kann erfahrungsgemifl immer dann sehr gute
Simulationsergebnisse liefern, wenn in den Modellgleichungen Ortsableitungen zweiter
Ordnung vorkommen, und keine Spriinge der Randbedingungen oder Eingangsgrofien
stattfinden.

Treten stark konvektionsdominante Modelle oder Spriinge in Systemeingéngen oder
Randbedingungen auf, muss die ortliche Glattung nach den Erfahrungen aus Simu-
lationsexperimenten auf xk-Werte von 3 oder hoher eingestellt werden.

Auflerdem wurde festgestellt, dass mit zunehmender Anzahl der Gitterpunkte auch
der Wert von k meist erh6ht werden muss, wobei allerdings kein allgemeiner Zusam-
menhang gefunden werden konnte.
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Zeitliche Gitterglattung 7

Die Glattung der Zeittrajektorien der Gitterpunkte wird mit dem Parameter 7 ge-
steuert und wirkt sich in einer verzogerten Anpassung der Stiitzstellen auf die Fronten
aus. Dariiberhinaus ist eine Wahl von 7 > 0 oft fiir die Stabilisierung der numerischen
Losung forderlich [14]. Wie bereits erwahnt, ist die zeitliche Gitterglattung in vielen
Anwendungsfillen aber tiberfliissig. Wenn starke Ortsgradienten im Anfangsprofil der
Losung vorkommen und ein dquidistantes Anfangsgitter gewdhlt wird, ist ein Wert
T > 0 sogar fiir einen verzerrten und falschen Lésungsverlauf verantwortlich, da sich
das bewegte Gitter zu langsam anpasst.

In einigen Fillen ist eine zufriedenstellende Losung aber durch die Wahl von 7 > 0
iiberhaupt erst moglich. Dies ist beispielsweise fiir nichtkonstante Anfangsprofile der
Fall. Wird eine zeitliche Gitterglattung gewihlt, so sollte der Wert von 7 viel kleiner
als die Simulationszeit gewdhlt werden. Eine Wahl von 7 kleiner als die Groflenord-
nung der Integratorschrittweite hat auf die Zeittrajetorien kaum einen gldttenden
Einfluss, da die Anpassung der Gitterpunkte nicht verzégert wird. Dies kann manch-
mal gewiinscht sein (siehe oben), dadurch wird aber auf den stabilisierenden Einfluss
der Zeitglattung verzichtet.

Mit 7 > 0 kann der Parameter x der ortlichen Gitterglittung meist auf dem Stan-
dardwert 2 belassen oder auf den Wert 1 gesetzt werden (siehe Beispielmodell GSA).
Damit wird zu hohen k-Werten, z.B. fiir eine hohe Anzahl an Stiitzstellen, entge-
gengewirkt. Allgemein hat die zeitliche Gitterglattung keine iiberméaflig verlangerte
CPU-Rechenzeit zur Folge. Gelegentlich ist der Rechenaufwand durch Werte von
T > 0 sogar geringer.

Anzahl der Gitterpunkte P

Die Anzahl der Gitterpunkte ist wie auch im Fall eines festen Gitters immer pro-
blemabhéngig zu wihlen. Dabei muss ein Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Rechenzeit gefunden werden. Es kénnen deshalb nur grobe Faustregeln angegeben
werden, welche aber auch sehr unbefriedigende Lésungen liefern kénnen.

Aus verschiedenen Simulationsexperimenten und Vergleichen mit der Literatur kann
fiir den Fall des bewegten Gitters ein Richtwert von 30 bis 80 Stiitzstellen erhalten
werden, wobei niedrige Werte aus diesem Bereich oft gute Resultate ergaben.

In [24] wird eine weitere Abschitzung zur Anzahl der Gitterpunkte angegeben. Da
der Wert von k bei gegebenem P die minimalen und maximalen Verdnderungen der
Stiitzstellenabstédnde bestimmt, kann daraus abgeleitet werden, wieviele Stiitzstellen
lokal in einer Region mit Ubergang von kleinen zu grofien Ortsgradienten notwendig
sind. Es seien in einer Region ) Stiitzstellen, und die Losung erfordere eine Verfei-
nerung des Gitters um den Faktor 10™. Da die Anderung der Punktdichten durch
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Beziehung (4.21) von dem Wert 1+ 1/k beschrankt wird, folgt aus
1\ 05Q
<1 + —> =10",
K

In(10) ~ 4.6m
In(14+1/k)  In(1+1/k)

dass Q mindestens den Wert

Q =2m

(6.12)

haben soll. Der Faktor 2 kommt aus der Annahme, dass nach einer Gitterverfei-
nerung auch wieder eine Gitterexpansion folgt. Durch Aufsummieren dieser lokalen
Abschitzung kann eine grobe Angabe iiber die bendtigten Stiitzstellen gemacht wer-
den. Als Beispiel wird das Flammenmodell aus Kapitel 6.2 betrachtet. Es wird eine
Verfeinerung um den Faktor 1000 angestrebt, was auf m = 3 fiihrt. Mit dem Para-
meter k = 2 ergibt die Abschitzung @) ~ 34 lokale Gitterpunkte zuséitzlich zu den
Gitterpunkten fiir Bereiche ohne Gradienten. Dadurch folgert man eine ungefdhre
Stiitzstellenzahl zwischen 40 und 50 fiir das komplette Gitter.

Anfangsgitter

In den durchgefiihrten Simulationsexperimenten wurde meist mit einem &dquidistan-
ten Anfangsgitter gerechnet. Dies ergibt zumindest fiir 7 = 0 keine Nachteile, da
das Gitter sehr schnell auf die Losung eingestellt wird. Liegt aber ein Anfangsprofil
der Zustandsgrofien mit steilen Fronten vor, ist die Aktivierung der zeitlichen Git-
terglattung oft notwendig, um die numerische Losung zu ermdglichen. Dann sollte
ein selbstdefiniertes Anfangsgitter gewéhlt werden, welches schon eine Konzentration
der Gitterpunkte am Ort der Fronten im Anfangsprofil besitzt. Andernfalls kann es
zu starken Verfdlschungen aufgrund der verzogerten Verschiebung der Stiitzstellen
kommen. Die Beschrdnkung (4.21) soll dabei mdoglichst eingehalten werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde auf der Grundlage der Method-of-Lines ein Ver-
fahren zur dynamischen Anpassung der Ortsstiitzstellen an die numerische Losung
von PDgln. implementiert und untersucht. Der Moving-Grid-Algorithmus basiert auf
dem Prinzip der Gleichverteilung und benutzt zur Fehlerschdtzung den Bogenlingen-
Monitor. Anhand einiger Testmodelle wurde das Verfahren iiberpriift und mit Dis-
kretisierungen auf dquidistantem Gitter verglichen. Dabei wurde auch auf Probleme
wie Wahl der Parameter, Diskretisierung des Transformationsterms, numerische Sta-
bilitdt der Losung, Konvergenzprobleme und Schwierigkeiten bei Verwendung der FD
eingegangen.

Es konnte fiir das Transportmodell, das Flammenmodell und den Gegenstrom-Adsor-
ber gezeigt werden, dass mittels des Moving-Grid-Verfahrens jeweils die Genauigkeit
der Simulationsexperimente mit festem Gitter erreicht oder tibertroffen wird, wobei
deutlich niedrigere Rechenzeiten bendtigt wurden. Die Rechenzeiten betrugen etwa
ein 1/6 bis 1/2 der Rechenzeiten bei Losung auf dquidistantem Gitter, die Anzahl
der benétigten Punkte lag bei etwa 1/50 bis 1/5. Auch beim Zirkulations-Festbett-
Reaktor wurde eine niedrigere Rechenzeit erreicht, allerdings ergeben sich aufgrund
der Verwendung der FD Fehler in der Lage der Fronten. Damit kann eindeutig Effi-
zienzsteigerung durch dieses Verfahren bestéitigt werden, wenn auch zum Teil Para-
meteranpassungen notwendig waren.

Vor- und Nachteile des Verfahrens

Fiir die Wahl dieses Moving-Grid-Verfahrens waren folgende Griinde ausschlagge-
bend. Der Algorithmus erlaubt die simultane Lésung der PDgln. und der Gleichun-
gen zur Gittersteuerung und ermdoglicht damit eine einfache Implementierung in
SYPPROT. Auflerdem ist die Kombination mit den Finite-Differenzen- und Finite-
Volumen-Methoden weitgehend probemlos mdéglich. Im Verfahren selbst ist die Be-
rechnung von Fehlermafl und Stiitzstellensteuerung anschaulich und einfach gehalten
und besitzt nur zwei Parameter x und 7 fiir 6rtliche bzw. zeitliche Gittergldttung,
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wobei 7 meist zu Null gesetzt werden kann. Als wichtige Eigenschaften erlaubt das
Verfahren damit groflere Zeitschrittweiten als auf dquidistanten Gittern und verhin-
dert Stiitzstelleniiberkreuzungen.

Es gibt jedoch auch Nachteile, die einer grundsitzlichen Anwendung aber nicht im
Wege stehen. So wird der Diskretisierungsfehler iiber den Bogenldngen-Monitor nur
heuristisch abgeschétzt und nicht exakt berechnet. Wie in den Simulationsstudien ge-
zeigt, ist die Wahl der Verfahrensparameter nicht eindeutig und generell vorgebbar.
Deshalb sind oft Abweichungen von den Standardeinstellungen notwendig. Auflerdem
kann in Kombination mit Finiten Differenzen eine Verstirkung der Diskretisierungs-
fehler am Rand auftreten, da hier nur algebraische Gleichungen vorliegen und damit
die Dynamik in Randgebieten vernachléssigt wird. Im Vergleich zur Verwendung ei-
nes festen dquidistanten Gitters wird das Differential-Algebra-Modell bei bewegtem
Gitter um P Gleichungen erweitert. Dieser zusdtzliche Aufwand zahlt sich aber durch
die geringe Stiitzstellenanzahl meist in weit niedrigeren Rechenzeiten aus.

7.1 Ausblick

Mit der Implementierung des hier untersuchten Moving-Grid-Verfahrens wurde das
symbolische Vorverarbeitungswerkzeug SYPPROT um eine dynamische Gittersteue-
rung erweitert. Sie beinhaltet das Verfahren mit den wichtigsten Eigenschaften und
wurde an die bisher vorhandenen Diskretisierungsmethoden angepasst, wobei die
Moglichkeit von Erweiterungen in Betracht gezogen wurde.

Als direkte Ergdnzung des vorliegenden Programmcodes kommt zum einen die Imple-
mentierung von weiteren Monitor-Funktionen wie dem Kriimmungsmonitor oder der
Kombination aus erster und zweiter Ortsableitung in Frage. Mit Alternativen zum Bo-
genldngen-Monitor kann die Flexibilitdt und die Genauigkeit fiir Spezialfdlle erhoht
werden. Desweiteren ist eine automatische Berechnung der Anfangsverteilung von
Gitterpunkten fiir beliebige Anfangsprofile der Zustandsgréfien denkbar. Damit wird
der generelle Einsatz der zeitlichen Gitterglidttung sowie die Erzeugung konsistenter
Anfangsbedingungen des gesamten DA-Gleichungssystems besser unterstiitzt. Nicht
zu realisieren ist dagegen eine Anfangsverteilung der Gitterpunkte, wenn eine Anpas-
sung an Spriinge in Eingangsgroflen erfolgen soll, da Informationen iiber Eingénge
im Modell nicht vorliegen.

Zuletzt seien noch Erweiterungen des Moving-Grid-Verfahrens im Hinblick auf die
Kombination mit weiteren Diskretisierungsverfahren, den sogenannten High-Resolu-
tion-Schemes, angesprochen. Dabei kommen beispielsweise ENO-Schemata (Essen-
tially-Non-Oscillatory) [2] und das Robust-Upwind-Verfahren [13, 2] in Betracht. Ei-
ne Kopplung dieser Diskretisierungsverfahren hoherer Ordnung mit dem vorgestell-
ten Moving-Grid-Verfahren verspricht eine weitere Steigerung hinsichtlich Robustheit
und Effizienz [14].
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Anhang A

MDS-Code Flammenmodell

(* % 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k %k %k %k %k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k %k 5k 5k 5k 5k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 5k %k %k %k 5k 3k 5k >k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k >k 5k >k 5k 5k > 5k 3k 3k 5k 3k %k %k %k %k 5% % % %k *)

(* General Description *)
(3 ok ok o oK KoK KoK KK K oK K o KK KK KK o K o K oK oK K K KK o K ok o KK KK o K o KoK KK oK ok K oK ok KR KSRk Rk % )

GeneralDescription[
ProgramName ->"dsflame",

FileName ->"dsflame.mds",

Date ->"13.04.2000",

Author ->"Jochen Rieber",

Comment ->"Dwyer-Sanders flame propagation model"

(3 ok ok oK oK KK KKK K oK K oK K KK KK o K o K oK oK K K KK o K ok o KK KoK o K o KoK KK oK K ok K oK ok KR K SRRk Rk % )
(* Independent Variables *)
(3 ok ok ok oK oK KK KK KK oK K o KK KK KK o K o K oK oK K K KK o K ok o KK KoK o K o KoK KK oK Kok K oK ok KR oK KRk Rk % )

IndependentVariables[
TimeVariable[ t 1,
SpaceVariable[ z ]

1;

(* % 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k %k %k %k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k %k 5k 5k 5k 5k 3k 3k 3k 3k 3k >k 5k %k %k %k >k 5k 5k 5k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k >k 5k 5k >k 5k > 3k 3k 3k 5k 5k %k %k >k %k 5% % % %k *)

(* Structure Parameters *)
I I mma O ammmorme

StructureParameters|[
Scalar[ kmax,
Default-> 40,
Comment-> "number of grid points" ]

1;

(koo ko ok ook ook o KKKk ok Kok K Kook Kok K o ook ook Kok K ok ook o ok Kok K ok Kok K ok ook ok ok ok ok ook kK ok Rk kR kK % )
(* System Parameters *)
(* Integer- and Real-Parameters *)

(* % K K Kk K Kk K X Xk Kk %k %k %k %k %k %k 3k 3k 3k 3k 3k 5k %k ok 5k ok %k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k %k %k %k %k >k %k 3k %k 3k %k %k %k %k %k %k >k %k %k >k >k >k %k %k %k %k %k %k %k %k % %k %k %k k *)

SystemParameters[
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ANHANG A. MDS-CODE FLAMMENMODELL 7
RealParameters->{
Scalar[ L,
Default-> 1,
Comment-> "length of space scope" ]
}
1;
(o ok koo sk sk sk s ok ko ok ks ok sk o o ko o sk s ok sk sk sk ks ok sk o ok sk o sk ke sk sk ok sk ks sk ok o KRR KRRk Kk K ok )
(* Input Variables *)
(o ok ok sk sk koo ok ko ok ks o ok sk o o ko o sk s ok sk sk ks ok ks ok sk o ok sk o sk ok ok sk ok sk ks Kok KR KR kKRR K ok )
InputVariables[
1;
(o ok koo sk sk sk s ok ko o ks ok sk o o ko o sk s ok sk s ok ks ks ok sk o ok sk o sk s ke sk sk ok sk ks sk ok ok KRR KRRk Kk K ok )
(* State Variables *)
(3 ok ok ok ook ook ok ok o sk ok o ok o ok sk o ok sk ok o K ok o sk o o ok ok o ok sk o ok sk o ok sk ok ok K ok o K ok ook ok o K sk o ok sk ok o sk ok o Kok K K koK oKk ok oK )
StateVariables[
Scalar[ md[z,t],
InitialValue-> 1,
Comment-> "mass density",
Domain-> "Grid[z]" 1,
Scalar[ templz,t],
InitialValue-> 0.2,
Comment-> "temperature",
Domain-> "Grid[z]" ]
1;
(o ok ks ok sk sk s ok ko ok ks ok sk o o ko o sk s ok sk s ok sk ks ks o ok sk o sk ke sk sk ok sk ks sk ok o KRR KRRk Kk K ok )
(* System Equations *)
(* Distributed-Sections for partial differential equations *)
(3 ok ok ko ok ook ok ok ook ok o ok o ok sk ok ok sk ok o K ok o ok o ook ok o ok sk o ok sk o ok sk ok ok K ok o K oK ook ok o ok sk o K sk ok ok ok o Kok KK koK oKk ok oK )
SystemEquations [
Distributed[

Domain-> "Grid[z]",
Comment-> "Equations of Dwyer-Sanders flame propagation model ",

Scope-> {
Scalar([

Scalar([

DImd[z,t],t] == DImd[z,t],{z,2}]
- md[z,t]*3.52%10"6*Exp[-4/temp[z,t]],
LowerBound -> D[md[z,t],z] == 0,
UpperBound -> D[md[z,t],z] == O,
Name-> "Pdgl(1)",
Comment-> "",
Discretization -> FiniteDiff ],
D[temp[z,t],t] == D[temp[z,t],{z,2}]
+ md[z,t]*3.52*x10"6*Exp[-4/temp[z,t]],
LowerBound -> D[temp[z,t],z] == O,
UpperBound -> temp[z,t] == Which[t <= 0.0002, 0.2 + t/0.0002,
True, 1.2],
Name-> "Pdgl(2)",
Comment-> "",
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Discretization -> FiniteDiff ]

1;

(koo ko Kok Kok ko Ko Kok ok o ok K Ko KK ok o ok ook ook o oKk ok K ook o ko Kok ok ok KooKk ok kKR KRk ok Kok koK o )
(* Spatial domains or grid definition *)
(kR R AR KK K K oK K oK KKK KK oK K oK oK oK KK KoK SR K oK o KK KoK oK K oK oK KK oK K oK KR KRRk k)

100  Domains[
Grid[ Grid[z],
Computation-> Function[{k}, (k-1)*L/(kmax-1)],
Granularity-> kmax,
MovingGrid-> { CentralDiff->True }
105 ]
1;

(o ook ok ook o ook ok ook o ok o ok ok o o sk ok o ok oo ok o s ok o ks ok o ok o o sk ok o ook o ook o s ok o sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok )
(* Discretization-Methods *)
110 I o

Discretizations([
FDMethod[ FiniteDiff,
PolynomPoints -> {1,2,3%},
115 Eccentricity -> {0,0,0%},
OrderReduction-> {0,0,1} 1,
FVMethod[ FiniteVol,
Profile -> { "downwind", "piecewise-linear" } ]
1;
120
(o ok ook ook ook ok ook ok ok sk o sk o ok ook ok ook o sk ook ok ok sk ook o sk ok skok ok ok ok skok bk ok ok ok ok ok ok )
(* Process values for offline graphics *)
(o ook ok ook o ook ok koo o ok o o ok o o s ok o ok o ook ok s ok o ok ok o ok o ok sk ok o ook o ook ok s ok o ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok )

125  ProcessValues[
ProcessGroup[
DistribScopel[
Distributed[
Components [
130 Scalar[ md[z,t] 1,
Scalar[ temp[z,t] ]
1,
Domain -> "Grid[z]",
Range -> {0,L,1}
135 ]
1,
Name -> "results",
Comment -> '"state variables"

140 1;



Anhang B

Funktionen und globale Variablen

von MovGrid.m

Funktion ‘ Aufgabe

BuildScalarEqulbject Definition einer skalaren Gleichung
BuildScalarStateObject Definition einer skalaren Zustandsvariablen
BuildScalarParObject Definition eines skalaren Parameters
BuildTensorEqulbject Definition von indizierten Gleichungen

BuildTensorStateObject
BuildTensorTimeDepAuxObject

BuildTensorTimeIndepAuxQObject
BuildGridVariable
TestDistributedStateVar
GetGridIndex
BuildSpatialState
DiscretizedSpatialState

ContinuousSpatialState

Definition von indizierten Zustandsvariablen
Definition einer indizierten zeitvarianten
Hilfsvariablen

Definition einer indizierten zeitinvarianten
Hilfsvariablen

Generierung der Gittervariablen als
Zusténde oder als Hilfsgrofien

Test auf verteilten Zustand

Berechnung des Indexes der Informationen
zu bestimmtem Ortsbereich

in MGGridParameters

Generierung der Gitterzustinde,

z.B. zGrid[t] aus Ortsbereich Grid[z]
Generierung der Gitterzustédnde,

z.B. zGrid[ppI] [t] aus zGrid[t]
Generierung der Gitterzustinde,

z.B. zGrid[z,t] aus zGrid[t]

Tab. B.1: Hilfsfunktionen des Moduls MovGrid.m
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Name ‘ Aufgabe ‘
MGDistributedStateVars | Liste der verteilten Zustandsvariablen
MGGridList Liste mit Namen von Gitter-Definitionen mit
bewegten Gitterpunkten, in der Form { Grid[z] }
MGGridList2 wie MGGridList, aber in der Form { Grid }
MGGridParameters Liste aller Gitterdefinitionen mit Parametern
in der Form wie oben beschrieben
MGStateVarList Liste der Zustandsvariablen der Gitterpunkte,

in der Form { zGrid[t] }
MGMethodParameterList | Liste der Namen der Moving-Grid-Parameter,
in der Form { ppMGkappal,ppMGmul }

MGMonitorNameList Liste der Namen der Monitorfunktionen,
in der Form { ppMGmon1 }
MGPointConcList Liste der Namen der Punktdichten,
in der Form { ppMGn1 }
MGA1l allgemeine Symboldefinition
MGMonitorScheme allgemeine Symboldefinition

Tab. B.2: Globale Variable des Moduls MovGrid.m
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